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Wstep. Po co nam zadania?

W szkole matematyka to rozwiazywanie zadan, czesto redukujace sie do tzw.
stupkéw czy réwnan. Istnieje — zreszta mato popularny — poglad, ze powinno
sie jeszcze czego$ dowodzi¢, ale to traktowane jest jako ekstrawagancja albo
wrecz represja.

Odmienne zdanie na ten temat ma elitarna grupa olimpijczykéw, ale ,,ich
zadania” to zabiegi magiczne, ze specjalnymi, niezrozumiatymi dla ogétu
zakleciami w rodzaju nieréwnosci Jensena czy sprzezenia izogonalnego. Jest
to sport wyczynowy, jak i w innych dyscyplinach majacy niewiele wspdlnego
z 0ogbélnym rozwojem, ze zdrowa sprawnoscia — tu intelektualna.

Z kolei zawodowcy, czyli uprawiajacy matematyke, maja do zadan uza-
sadniony kult, ktéry dobitnie wyrazil Dawid Hilbert w swoim slawnym
wykladzie z 1900 roku, gdzie zadaniom przypisat role jedynego Zrédia, z kto-
rego uzyskujemy matematyke. Stwierdzil, Ze matematyka powstaje poprzez
rozwiazywanie konkretnych probleméw. Starajac sie je rozwiazaé¢ — i nie
potrafiac tego zrobi¢ — jesteémy zmuszeni tworzy¢ nowe narzedzia, a wiec
nowe pojecia, ktére z kolei — pozwalajac postawi¢ nowe konkretne problemy
— stwarzaja potrzebe dalszego wzbogacenia warsztatu matematyka i to do-
datnie sprzezenie zwrotne staje sie mechanizmem statego, coraz szybszego
rozwoju Krélowej Nauk. I przytacza jako przykiad problem brachistochrony
(ksztaltu najszybszego toru bobslejowego), ktérego rozwiazanie wymagato
stworzenia rachunku wariacyjnego. Wskazuje Wielkie Twierdzenie Fermata
(nieistnienie liczb naturalnych x,y, z spetniajacych réwnos¢ x" 4 y" = z" dla
n > 2) — w jego czasach jeszcze nieudowodnione — jako Zrédlo calej alge-
bry abstrakcyjnej. Wymienia pytanie o symetrie wielo$cianéw, jako powdd
stworzenia teorii grup i krystalografii. Podaje przyktad poszukiwania geode-
zyjnych (linii nieskracalnych na powierzchni) jako motor tworzenia geometrii
rézniczkowej. I wiele innych.

No dobrze, ale czym wlasciwie sa zadania dla kogo$, kto nie zalicza sie
do zadnej z tych grup? A moze lepiej zapyta¢: jakich satysfakcji moze do-
starcza¢ rozwiazywanie zadani komus, kto ani jako uczen nie jest do ich
rozwiazywania zmuszany, ani jako olimpijczyk nie wspina sie na Olimp, ani
wreszcie nie uprawia matematyki jako zawodu? Co wilasciwie zyskujemy,
gdy rozwiazemy zadanie? Dlaczego to sprawia satysfakcje?



Dos¢ rozpowszechnione jest przekonanie, ze wynikiem rozwiazywania zadan
jest ich wynik, poprawna odpowiedZ na postawione pytanie. Ale skonfronto-
wanie tego z konkretnymi zadaniami, jakie ,stanety nam na drodze”, jakie
wciagnetly nas do tego stopnia, ze strawiliSmy troche czasu na ich pokonanie,
przewaznie falsyfikuje taki poglad. Najtatwiej dostrzec to przy zadaniach
typu sudoku — wypekiliSmy tabelke i co z tego? OdpowiedZ, ktéra wy-
daje mi sie najblizsza prawdy;, jest taka, ze rozwiazujac zadania wyrabiamy
sobie coraz to bogatsza, bardziej wszechstronna sprawnos¢ intelektualna,
coraz wiecej rzeczy jesteSmy w stanie rozumiec, coraz giebiej pojmujemy
prawidlowosci $wiata.

Nie ulega watpliwosci, Ze to, na ile moja interpretacja wciagajacego wdzieku
zadan jest stuszna, zalezy od tego, jakie to sa zadania.

W miesieczniku Delta, z ktérego wybraliSmy zamieszczone w tym zbiorze
zadania, mamy zadania dwojakiego rodzaju. Trudniejsze z nich, wymaga-
jace niejednokrotnie wielogodzinnego (i czesto bezowocnego) namystu (na
rozwiazanie dajemy trzy miesiace), tworza lige zadaniowa noszaca nazwe
Klub 44M. To zadania dla fanatykéw, a ich poziom charakteryzuje przyznany
prowadzacemu te lige Marcinowi Kuczmie Medalu Hilberta przez World Fe-
deration of National Mathematics Competitions w 1992 roku (réwnocze$nie
otrzymal wtedy medal Hilberta Martin Gardner, prowadzacy kacik rozrywek
matematycznych w Scientific American). I zadan z ligi tu nie zamieszczamy.

Od samego poczatku Delty sa w niej réwniez tzw. zadania z myszka — nazwa
pochodzi od ich logo, ktére przedstawia kocia glowe z siedzaca na niej mysza.
To zadania do rozwiazania szybkiego, cho¢ nie natychmiastowego. Liczymy
tu nie na rutyne, lecz na swego rodzaju olénienia. I wiasnie taka intelektualna
iluminagja to jest to, co chcemy zafundowa¢ Czytelnikom Delty, jesli zechca
sie z tymi zadaniami zmierzy¢. I to wladnie — mam nadzieje — bedzie udziatem
rozwiazujacych zadania zawarte w tym zbiorze.

Liczba zadann w Delcie w lipcu 2016 roku przekroczyta poéttora tysiaca —

tylu ich w tym zbiorze nie ma. Mimo to, powinien on dostarczy¢ mitej
i pozytecznej rozrywki na wiele dni.

Marek Kordos

redaktor naczelny Delty



Wprowadzenie. Dla kogo sq zadania?

Do kogo adresowane sa zebrane w tym zbiorze zadania? Najprostsza odpo-
wiedZ — do wszystkich — moze wprowadzaé¢ w btad. Nie wszyscy styszac
grajaca w poblizu muzyke, zdotaja sie nia w pelni cieszy¢, nie wszyscy do-
strzega jej cale piekno, w koricu nie wszyscy sa w stanie ja uprawia¢. Do tego
ostatniego przydaje sie blizsza znajomos¢ z pieciolinia, kluczem wiolinowym
i nutami. Tu takze oczekujemy od Czytelnika swobodnego postugiwania sie
nutami, czyli podstawowym jezykiem matematyki, jaki poznaje sie w edu-
kacji licealnej (na poziomie rozszerzonym). Przydaje sie takze znajomos¢
réznych faktéw matematycznych, wszak rozwiazywanie zadania polega na
umiejetnym dobraniu narzedzi i sprawnym ich — czasem nawet zaskakujacym
— wykorzystaniu. I najwazniejsze: potrzebne jest zainteresowanie matematyka,
ciekawos$¢, gotowos¢ do podjecia wyzwania i niejednokrotnie trudu.

Pochodzace z czasopisma Delta 347 zadan, reprezentujacych rozmaite obszary
matematyki, maja co najmniej jedna wspdélna ceche: sa nietypowe — jesli za
typowe uznac¢ takie, na jakie zwykle natrafialiémy lub natrafiamy w szkole.
Droga do ich rozwiazania nie zawsze jest prosta i oczywista. Znalezienie
odpowiedniej $ciezki moze by¢ okupione btadzeniem, a to bywa niezwy-
kle pouczajace i rozwijajace. Bladz! A jesli okaze sie, ze determinacja sie
wyczerpuje, mozna zerkna¢ na koniec zbioru do rozwiazan (w ktérych cza-
sami trzeba tez wypetni¢ drobne luki). Dla niektérych praca nad zadaniami
bedzie czysta przyjemnoscia, dla innych, by¢ moze, etapem przygotowan
do konkurséw czy olimpiad matematycznych (co oczywiécie nie wyklucza
przyjemnosci). Mamy nadzieje, ze dajemy wszystkim zainteresowanym do$¢
materialu, by mogli swoje cele zrealizowac.

Zbiér zostal podzielony na cztery czesci noszace nazwy por roku. Kazda czes¢
jest z kolei podzielona na 13 tygodni, z ktérych kazdy zawiera 6 lub 7 zadan,
zazwyczaj o podobnej, okreslonej w nazwie tygodnia tematyce. W kilku
miejscach pojawiaja sie takze zadania weekendowe. Oczywiscie Czytelnik
nic nie straci, jesli nie podda sie rytmowi pér roku oraz tygodni i sam utozy
kolejnoé¢ rozwiazywania zadan i tempo pracy — jedno zadanie dziennie
(odliczajac $wieta), jakby wynikalo z poréwnania liczby zadan z liczba dni
w roku, moze okazac sie trudne do osiagniecia.



Zadania opatrzone logo w postaci myszki siedzacej na glowie kota, czyli tzw.
zadania z myszka, pojawiaja sie w Delcie od samego jej poczatku, czyli od
1974 roku. W zbiorze prezentujemy zadania powstate do 2015 roku wiacz-
nie. Opracowywato je wielu naszych kolegéw (w kolejnosci alfabetycznej):
Marcin E. Kuczma, Witold Marciszewski, Przemystaw Mazur, Andrzej Ma-
kowski, Krzysztof Nowiniski, Krzysztof Oleszkiewicz, Waldemar Pompe,
Michat Rotkiewicz, Pawel Strzelecki, Rafat Sztencel, Michat Szurek, Tomasz
Tkocz, Lukasz Wiechecki, Michat Wojciechowski. Sporadycznie pojawiaja sie
zadania innych, mniej zwiazanych z Deltq autoréw (Werner Mnich 2 zadania,
Robert Bartoszynski 1 zadanie), dwa zadania (92 i 343) pochodza z trzeciego
etapu I Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow.

Powodzenia!
Wiktor Bartol, Kamila Lyczek
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WIOSNA

Tydzien na rozgrzewke

1. Udowodnié¢, ze funkgja f(x) = sin x nie jest wielomianem.

2. Udowodni¢, ze 38 jest najwieksza liczba parzysta, ktéra nie jest suma
dwoch liczb ztozonych nieparzystych.

3. Nauczyciel napisat na tablicy tréjmian kwadratowy x2 + 3x + 15. Nastepnie
wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich
zmniejszal albo zwiekszat o jeden wspélczynnik przy x albo wyraz wolny
tréjmianu. Na koniec okazato sie, ze na tablicy widnieje tréjmian x* + 13x + 5.
Czy jest prawda, ze w pewnym momencie na tablicy byt napisany tréjmian
o pierwiastkach catkowitych?

4. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego wybrano pewien
punkt, a nastepnie potaczono go z wierzchotkami tréj-
kata oraz jego rzutami na boki tréjkata (rysunek). Wyka-
zaé, ze suma pol zacieniowanych tréjkatéw réwna jest
sumie podl niezacieniowanych tréjkatow.

5. Przesuwamy po nieskoriczonej szachownicy , kulawa” wieze. Ruch polega
na tym, ze przemieszczamy ja o jedno pole do goéry z prawdopodobieristwem
1/4, w dét z prawdopodobieristwem 1/4, w prawo z prawdopodobiefistwem
1/4 i w lewo z prawdopodobiefistwem 1/4. Wszystkie ruchy sa niezalezne.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo p zdarzenia polegajacego na tym, ze po
20 ruchach wieza stanie na polu, z ktérego wystartowata.

6. Trzy osoby graja w orla i reszke. Kazdy z graczy wptaca do puli 1 zi
Pierwszy zawsze obstawia orla, a drugi — reszke. Pula 3 zl jest dzielona
réwno miedzy osoby, ktére trafnie wytypowaty wynik rzutu symetryczna
moneta. Uzasadnié, dlaczego gra nie jest sprawiedliwa dla trzeciego gracza.

11



Tydzien liczb catkowitych i naturalnych

7. Dane sa liczby catkowite ay,as,...,a7. Liczby by, by, ..., by to liczby
ai,az,...,az, lecz ustawione w innej, przypadkowej kolejnosci. Dowies¢, ze
liczba

((11 — bl)(az — bz) . (El7 — b7)

jest parzysta.

8. Udowodnig¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba
2 2 2 2
() (2) (3) o (0)

9. Na tablicy napisano kilka r6znych liczb catkowitych dodatnich (co najmniej
cztery). Okazalo sie, ze suma kazdych trzech sposréd napisanych liczb jest
liczba pierwsza. Ile liczb napisano na tablicy?

jest catkowita.

10. Danych jest 26 kolejnych liczb naturalnych. Okazalo sie, ze suma pew-
nych dziesieciu z nich jest liczba pierwsza. Wykazaé, ze suma pozostatych
szesnastu liczb jest liczba ztozona.

11. Udowodnig¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieja takie liczby
naturalne k, I, ze
1 1 1 1

0 kk+D ke DGk+2) oy

12. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a,b,c) liczb catkowitych dodatnich, dla
ktérych

alb+c, blc+a, cla+b.
13. Udowodnié, ze réwnanie

x> +y? + 25 = 2xyz

nie ma rozwiazania w liczbach catkowitych dodatnich.
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Tydzien waqtpliwosci

14. Czy istnieje figura ptaska, ktéra nie ma Srodka symetrii ani osi symetrii,
taka ze obrét wzgledem pewnego punktu P o pewien kat 0° < a < 360°
przeprowadza ja na nia sama?

15. Twierdzenie. Kazdy tréjkqt jest rownoramienny.

Dowdéd. Wezmy pod uwage tréjkat ABC. Jesli AB = BC, to twierdzenie jest
udowodnione. Przypusémy z kolei, ze AB # BC. Wéwczas dwusieczna kata
*ABC przecina symetralna boku AC w doktadnie jednym punkcie O.

Oznaczmy przez A’ i C’ rzuty prostokatne punktu O na przedtuzenia bokéw
AB i CB (rysunek). Mamy wéwczas AO = CO (bo O lezy na symetralnej AC)
oraz A’O = C'O (bo O lezy na dwusiecznej kata x ABC). Wynika stad, ze

ANAA'O=ACC'O i ABA'O= ABCO,
a wiec w szczegdlnosci
AA'=CC' i BA' = BC.

Zatem
AB=BA'— AA' = BC' — CC' = BC

wbrew naszemu przypuszczeniu.

Znajdz usterke.

16. Wykazag¢, ze nie ma wielodcianu o siedmiu krawedziach.
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17. Uzasadnic¢ znany sposob (rysunek) otrzymywania pieciokata foremnego
przez wiazanie taSmy papierowej.

18. Czy istnieje taki ostrostup o podstawie pieciokata wypuklego, ktérego
kazda $ciana boczna jest trojkatem prostokatnym?

19. Czy istnieje przekr6j dwudziestoscianu foremnego plaszczyzna przecho-
dzaca przez jego $rodek, bedacy jedenastokatem?

‘.r, . TS e
= FCL CCAACr T O
B CCCC e laenes
q N e
e

TR
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Rozwigzania

1. Przypusé¢émy, ze funkcja sin x jest wielomianem stopnia 1. Wtedy cos x =sin(x + %)
jest tez wielomianem stopnia 1. Ale cos x = (sinx)’, wobec tego funkcja cosinus jest
wielomianem stopnia nizszego niz n — sprzecznos$¢. Mozna i tak: Jesli f(x) = sinx
jest wielomianem, to g(x) = f (x + %) = cos x tez jest wielomianem. Poniewaz
2+ g% =1, zatem f i g sa wielomianami stopnia zero, co jest niemozliwe. Mozna to
zadanie rozwiazaé na jeszcze wiele sposobéw. Wystarczy np. zauwazy¢, ze sinus jest
funkcja okresowa lub ze ma nieskoriczenie wiele pierwiastkéw, a takich wiasnosci
nie ma zaden wielomian niezerowego stopnia.

2. Sprawdzimy najpierw, ze 38 nie jest suma dwoch liczb ztozonych nieparzystych.
Mogtyby to by¢ liczby 9, 15, 21, 25, 27, 33, 35. Jezeli 38 jest suma dwodch liczb
naturalnych, to ktéras z nich jest mniejsza od 19. Gdyby 38 bylo suma dwoéch
liczb ztozonych nieparzystych, to jedna z nich byloby 9 lub 15, ale 38 — 9 = 29
i 38 —15 = 23 sa liczbami pierwszymi. Kazda liczba parzysta > 40 jest jednej
z postaci 10k, 10k + 2, 10k + 4, 10k + 6, 10k + 8, gdzie k jest liczba catkowita wieksza
lub réwna 4. Zachodza réwnosci

10k =15+ 5(2k —3), 10k+2 =27 +5(2k—5), 10k+4=9+5(2k—1),
10k +6 =21 +5(2k —3), 10k + 8 = 33 + 5(2k — 5).

Pierwsze sktadniki sa oczywiscie liczbami nieparzystymi ztozonymi, drugie tez
sa takie, gdyz sa iloczynami liczby 5 przez liczbe > 2k — 5 > 3. UdowodniliSmy
tutaj nawet wiecej, mianowicie ze kazda liczba parzysta > 40 jest suma dwoéch liczb
nieparzystych, z ktérych jedna jest podzielna przez 3, a druga przez 5.

3. Zauwazmy, ze kazdy z uczniéw — dokonujac zmiany opisanej w tresci zadania —
zmienia o £1 wartos¢ tréjmianu dla x = —1. Dla x = —1 tr6jmian napisany przez
nauczyciela ma wartos¢ 12, tréjmian za$ koficowy ma wartoé¢ —7. Zatem w pewnym
momencie na tablicy byt napisany tréjmian, ktérego wartos¢ dla x = —1 byta réwna 0.
Tréjmian o wspdtczynnikach catkowitych i jednym pierwiastku catkowitym ma oba
pierwiastki catkowite, jedli tylko wspétczynnik przy x? jest réwny 1.

4. Rozwazany tréjkat rozcinamy trzema prostymi réwnole-
glymi do bokéw tréjkata i przechodzacymi przez wybrany
punkt.

Otrzymamy w ten sposéb trzy trojkaty réwnoboczne i trzy
réwnolegloboki. Kazda z tych szesciu figur zawiera czes¢
zacieniowana o polu réownym czesci niezacieniowanej.
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5. Jesli obrocimy szachownice o 45 stopni, okaze sie, ze wystarczy rozpatrywac
ruchy ,kulawego” gorica. Latwo zauwazy¢, ze mozna osobno rozwaza¢ pionowa
i pozioma sktadowa ruchéw gonca, bo sa one niezalezne. Prawdopodobienstwo tego,
ze dokfadnie 10 razy goniec ruszy sie w lewo i doktadnie 10 razy w prawo (aby
20

sktadowa pozioma wrécita do stanu pierwotnego), wynosi, oczywiscie, %. Tyle
samo jest rowne prawdopodobieristwo, ze doktadnie 10 razy goniec ruszy sie w gére

20,2

(10)

i doktadnie 10 razy w dét. Zatem odpowiedz brzmi: p = a0

6. Niezaleznie od tego, czy trzeci gracz obstawi orta czy reszke, z prawdopodobien-
stwem 1/2 wygra, zyskujac 50 gr (p6t puli minus stawka), a z prawdopodobienistwem
1/2 przegra swoja stawke 1 zt. W kazdej grze straci wiec Srednio 25 gr. Co ciekawsze,
w analogicznej sytuacji, gdy gra pieciu graczy i trzech z nich jest zblokowanych (po
grze réwno dziela zyski i straty), a dwéch pozostatych stosuje taktyke zawsze orzel —
zawsze reszka, tych dwdch graczy jest w lepszej sytuacji niz zblokowana tréjka.

7. Gdyby iloczyn

(a1 = by)(az — b2) ... (a7 — by)
byt liczba nieparzysta, to kazdy czynnik tego iloczynu bylby takze liczba nieparzysta.
Wtedy suma tych czynnikéw bylaby réwniez liczba nieparzysta. To jednak jest
niemozliwe, gdyz

(a1 —b1) + (a2 —b2) + ...+ (a7 — b7) = 0.
8. Poniewaz
2 4k—-2  2k(2k—-1)

4:—E: k — k2 7

(s 2) - P22 - ()

k=1 1

wiec liczba

jest oczywiscie catkowita.

9.4.

Przypuéémy, ze na tablicy znajduje sie 5 liczb i przyjmijmy, Ze liczby te daja z dziele-
nia przez 3 reszty r1,72,...,7s5.

Jesli wéréd reszt 11,1y, ..., 15 wystepuje kazda z liczb 0, 1, 2, to suma liczb odpowia-
dajacym tym trzem resztom jest podzielna przez 3.

Zalézmy wiec, ze wérdd reszt 11,12, .., 5 wystepuja co najwyzej dwie rézne liczby.
Zatem trzy sposrdd nich sa jednakowe, a wtedy suma liczb odpowiadajacych tym
trzem resztom jest podzielna przez 3.

Pozostato wskazac 4 liczby o wlasnoéci opisanej w treci zadania. S nimi na przy-
klad: 1, 3,7, 9.
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10. Wsr6d dowolnych 26 kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie 13 liczb parzy-
stych i 13 nieparzystych. Wsréd dziesieciu wybranych liczb jest nieparzysta liczba
liczb nieparzystych. Zatem wsréd pozostatych szesnastu liczb jest parzysta liczba
liczb nieparzystych. Stad wynika, Zze suma pozostatych szesnastu liczb jest parzysta,
a wiec jest liczba zlozona.

11. Zauwazmy, ze

ale

LS SRS S W WA SRS S S £ S N
k 1+1 \k k+1 k+1 k+2 I 1+1)
1 1 1

“kkr) T kDG Tt iar

zatem wystarczy przyjack=n—1, | =n(n—1) — 1.

12. Bez straty ogolnosci mozemy przyjac, ze a < b < c. Wéwczas a + b < 2¢ oraz
cla+0b, skad wynika, zea+b =2cluba+b =c.

Jeslia+b =2coraza < cib<ctoa=cib=c czylia =0 = c. Zatem
(a,b,c) = (a,a,a).

Przyjmijmy wiec w dalszej czeSci rozumowania, ze a +b = c. Wéwczas liczba
a+ ¢ = 2a + b jest podzielna przez b, skad wynika, ze b|2a. Ponadto 2a < 2b, wobec
czego 2a = blub 2a = 2b. W pierwszym przypadku uzyskujemy (a,b,c) = (a,2a,3a),
natomiast w drugim mamy (a,b,c¢) = (a,a,2a).

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda z uzyskanych tréjek (a,b,c), czyli (a,a,a),
(a,2a,3a), (a,a,2a) spenia warunki zadania. Pozostate rozwiazania otrzymamy
przez permutowanie tréjek.

13. Zastosujemy metode tzw. nieskoriczonego schodzenia.

Przypusémy przeciwnie, ze xo, Yo, Zo to liczby catkowite dodatnie, takie ze x3 + y3 +
z3 = 2x0}0zo. Poniewaz prawa strona jest liczba parzysta, to doktadnie dwie z liczb
X0, Yo, Zo sa nieparzyste lub zadna nieparzysta nie jest. Pierwszy przypadek nie moze
mie¢ miejsca, gdyz wowczas lewa strona przy dzieleniu przez 4 databy reszte 2,
za$ prawa 0. Dlatego xo = 2x1, yo = 2y1, 29 = 2z; dla pewnych liczb catkowitych
dodatnich x1,y1,z1, mniejszych od xg, yo, zo odpowiednio. Po wstawieniu do réwna-
nia otrzymujemy zalezno$¢ x2 + y3 + z3 = 4x1y;z;. Powtarzajac cale rozumowanie,
dostajemy malejace ciagi liczb catkowitych dodatnich (x,), (vx), (zn), przy czym
X2 +y2 + 22 = 2" y,z, > 2711, co jest niemozliwe.
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14. Tak.

15. Twierdzenie jest oczywiScie falszywe. Btad zawarty jest w ostatnim rachunku.
Jeden z rzutéw punktu O na pétproste BA™ i BC™ padnie na bok tréjkata, a drugi
na jego przedtuzenie.

16. Gdy wieloécian ma tylko $ciany trojkatne, to liczba krawedzi jest réwna % liczby
$cian, a wiec dzieli sie przez 3 i wobec tego nie jest réwna 7. Gdy chociaz jedna ze
$cian jest n-katem, dla n > 4, to liczba krawedzi jest rowna co najmniej 21, a wiec
co najmniej 8. Czytelnik potrafi zapewne wskaza¢ wieloscian majacy doktadnie k
krawedzi dla kazdej liczby k > 6 r6znej od 7.

17. Po rozprostowaniu tasmy otrzymamy cztery trapezy.

C B D C E

D A E B A

Wystarczy wykaza¢, ze sa one przystajace. Ot6z |<BAE| = |xABC]|, dlatego trapezy
EABC i DCBA sa réwnoramienne, maja réwne odpowiednie katy i przekatne (AC)
réwnej dtugosci, sa zatem przystajace. Zatem BD = BE i wida¢, ze trapezy BDEA
i BEDC sa przystajace: po wycieciu tréjkata réwnoramiennego BDE pozostaja tréj-
katy réwnoramienne przystajace ABE i CBD (AE = BC, AB = CD, AB = BC -
poniewaz skrajne trapezy sa przystajace). Ale AB = CD implikuje, ze wszystkie
cztery trapezy sa przystajace. To daje natychmiast réwnoé¢ bokéw i katéw pieciokata
ABCDE. B A

18. Taki ostrostup istnieje. Niech ABCDE bedzie piecioka-
tem wypuklym zlozonym z trzech tréjkatéw prostokatnych,

jak pokazano na rysunku. c
Niech ponadto S bedzie takim punktem w przestrzeni, kto-

rego rzut prostokatny na ptaszczyzne pieciokata ABCDE
pokrywa sie z punktem A. Wéwczas xSAB = XSAE =
90°, jak réwniez ¥xSBC = xSCD = xSDE = 90°. Zatem
kazda Sciana boczna ostrostupa pieciokatnego ABCDES
jest tréjkatem prostokatnym. E
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