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Wiktora Bartola i Kamili Łyczek

Wydawnictwo Szkolne OMEGA
Kraków 2016



i
i

i
i

i
i

i
i

Copyright c© 2016 by Wydawnictwo Szkolne OMEGA

Projekt okładki: Artur Młynarz
Skład i łamanie: Anna Rudnik
Rysunki techniczne: Marzena Paleczny
Ilustracje: Kamila Łyczek

ISBN: 978-83-7267-660-3

Wydawnictwo Szkolne OMEGA, 30–552 Kraków, ul. Wielicka 44 C
tel. 12 292 48 67, 12 4256 256
www.ws-omega.com.pl e-mail: biuro@ws-omega.com.pl



i
i

i
i

i
i

i
i

Spis treści

WIOSNA
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Tydzień z funkcjami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Tydzień na szachownicy i w kratkach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Tydzień rekreacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Tydzień geometryczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Wstęp. Po co nam zadania?

W szkole matematyka to rozwiązywanie zadań, często redukujące się do tzw.
słupków czy równań. Istnieje – zresztą mało popularny – pogląd, że powinno
się jeszcze czegoś dowodzić, ale to traktowane jest jako ekstrawagancja albo
wręcz represja.

Odmienne zdanie na ten temat ma elitarna grupa olimpijczyków, ale „ich
zadania” to zabiegi magiczne, ze specjalnymi, niezrozumiałymi dla ogółu
zaklęciami w rodzaju nierówności Jensena czy sprzężenia izogonalnego. Jest
to sport wyczynowy, jak i w innych dyscyplinach mający niewiele wspólnego
z ogólnym rozwojem, ze zdrową sprawnością – tu intelektualną.

Z kolei zawodowcy, czyli uprawiający matematykę, mają do zadań uza-
sadniony kult, który dobitnie wyraził Dawid Hilbert w swoim sławnym
wykładzie z 1900 roku, gdzie zadaniom przypisał rolę jedynego źródła, z któ-
rego uzyskujemy matematykę. Stwierdził, że matematyka powstaje poprzez
rozwiązywanie konkretnych problemów. Starając się je rozwiązać – i nie
potrafiąc tego zrobić – jesteśmy zmuszeni tworzyć nowe narzędzia, a więc
nowe pojęcia, które z kolei – pozwalając postawić nowe konkretne problemy
– stwarzają potrzebę dalszego wzbogacenia warsztatu matematyka i to do-
datnie sprzężenie zwrotne staje się mechanizmem stałego, coraz szybszego
rozwoju Królowej Nauk. I przytacza jako przykład problem brachistochrony
(kształtu najszybszego toru bobslejowego), którego rozwiązanie wymagało
stworzenia rachunku wariacyjnego. Wskazuje Wielkie Twierdzenie Fermata
(nieistnienie liczb naturalnych x, y, z spełniających równość xn + yn = zn dla
n > 2) – w jego czasach jeszcze nieudowodnione – jako źródło całej alge-
bry abstrakcyjnej. Wymienia pytanie o symetrie wielościanów, jako powód
stworzenia teorii grup i krystalografii. Podaje przykład poszukiwania geode-
zyjnych (linii nieskracalnych na powierzchni) jako motor tworzenia geometrii
różniczkowej. I wiele innych.

No dobrze, ale czym właściwie są zadania dla kogoś, kto nie zalicza się
do żadnej z tych grup? A może lepiej zapytać: jakich satysfakcji może do-
starczać rozwiązywanie zadań komuś, kto ani jako uczeń nie jest do ich
rozwiązywania zmuszany, ani jako olimpijczyk nie wspina się na Olimp, ani
wreszcie nie uprawia matematyki jako zawodu? Co właściwie zyskujemy,
gdy rozwiążemy zadanie? Dlaczego to sprawia satysfakcję?
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Dość rozpowszechnione jest przekonanie, że wynikiem rozwiązywania zadań
jest ich wynik, poprawna odpowiedź na postawione pytanie. Ale skonfronto-
wanie tego z konkretnymi zadaniami, jakie „stanęły nam na drodze”, jakie
wciągnęły nas do tego stopnia, że strawiliśmy trochę czasu na ich pokonanie,
przeważnie falsyfikuje taki pogląd. Najłatwiej dostrzec to przy zadaniach
typu sudoku – wypełniliśmy tabelkę i co z tego? Odpowiedź, która wy-
daje mi się najbliższa prawdy, jest taka, że rozwiązując zadania wyrabiamy
sobie coraz to bogatszą, bardziej wszechstronną sprawność intelektualną,
coraz więcej rzeczy jesteśmy w stanie rozumieć, coraz głębiej pojmujemy
prawidłowości świata.

Nie ulega wątpliwości, że to, na ile moja interpretacja wciągającego wdzięku
zadań jest słuszna, zależy od tego, jakie to są zadania.

W miesięczniku Delta, z którego wybraliśmy zamieszczone w tym zbiorze
zadania, mamy zadania dwojakiego rodzaju. Trudniejsze z nich, wymaga-
jące niejednokrotnie wielogodzinnego (i często bezowocnego) namysłu (na
rozwiązanie dajemy trzy miesiące), tworzą ligę zadaniową noszącą nazwę
Klub 44M. To zadania dla fanatyków, a ich poziom charakteryzuje przyznany
prowadzącemu tę ligę Marcinowi Kuczmie Medalu Hilberta przez World Fe-
deration of National Mathematics Competitions w 1992 roku (równocześnie
otrzymał wtedy medal Hilberta Martin Gardner, prowadzący kącik rozrywek
matematycznych w Scientific American). I zadań z ligi tu nie zamieszczamy.

Od samego początku Delty są w niej również tzw. zadania z myszką – nazwa
pochodzi od ich logo, które przedstawia kocią głowę z siedzącą na niej myszą.
To zadania do rozwiązania szybkiego, choć nie natychmiastowego. Liczymy
tu nie na rutynę, lecz na swego rodzaju olśnienia. I właśnie taka intelektualna
iluminacja to jest to, co chcemy zafundować Czytelnikom Delty, jeśli zechcą
się z tymi zadaniami zmierzyć. I to właśnie – mam nadzieję – będzie udziałem
rozwiązujących zadania zawarte w tym zbiorze.

Liczba zadań w Delcie w lipcu 2016 roku przekroczyła półtora tysiąca –
tylu ich w tym zbiorze nie ma. Mimo to, powinien on dostarczyć miłej
i pożytecznej rozrywki na wiele dni.

Marek Kordos
redaktor naczelny Delty
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Wprowadzenie. Dla kogo są zadania?

Do kogo adresowane są zebrane w tym zbiorze zadania? Najprostsza odpo-
wiedź – do wszystkich – może wprowadzać w błąd. Nie wszyscy słysząc
grającą w pobliżu muzykę, zdołają się nią w pełni cieszyć, nie wszyscy do-
strzegą jej całe piękno, w końcu nie wszyscy są w stanie ją uprawiać. Do tego
ostatniego przydaje się bliższa znajomość z pięciolinią, kluczem wiolinowym
i nutami. Tu także oczekujemy od Czytelnika swobodnego posługiwania się
nutami, czyli podstawowym językiem matematyki, jaki poznaje się w edu-
kacji licealnej (na poziomie rozszerzonym). Przydaje się także znajomość
różnych faktów matematycznych, wszak rozwiązywanie zadania polega na
umiejętnym dobraniu narzędzi i sprawnym ich – czasem nawet zaskakującym
– wykorzystaniu. I najważniejsze: potrzebne jest zainteresowanie matematyką,
ciekawość, gotowość do podjęcia wyzwania i niejednokrotnie trudu.

Pochodzące z czasopisma Delta 347 zadań, reprezentujących rozmaite obszary
matematyki, mają co najmniej jedną wspólną cechę: są nietypowe – jeśli za
typowe uznać takie, na jakie zwykle natrafialiśmy lub natrafiamy w szkole.
Droga do ich rozwiązania nie zawsze jest prosta i oczywista. Znalezienie
odpowiedniej ścieżki może być okupione błądzeniem, a to bywa niezwy-
kle pouczające i rozwijające. Błądź! A jeśli okaże się, że determinacja się
wyczerpuje, można zerknąć na koniec zbioru do rozwiązań (w których cza-
sami trzeba też wypełnić drobne luki). Dla niektórych praca nad zadaniami
będzie czystą przyjemnością, dla innych, być może, etapem przygotowań
do konkursów czy olimpiad matematycznych (co oczywiście nie wyklucza
przyjemności). Mamy nadzieję, że dajemy wszystkim zainteresowanym dość
materiału, by mogli swoje cele zrealizować.

Zbiór został podzielony na cztery części noszące nazwy pór roku. Każda część
jest z kolei podzielona na 13 tygodni, z których każdy zawiera 6 lub 7 zadań,
zazwyczaj o podobnej, określonej w nazwie tygodnia tematyce. W kilku
miejscach pojawiają się także zadania weekendowe. Oczywiście Czytelnik
nic nie straci, jeśli nie podda się rytmowi pór roku oraz tygodni i sam ułoży
kolejność rozwiązywania zadań i tempo pracy – jedno zadanie dziennie
(odliczając święta), jakby wynikało z porównania liczby zadań z liczbą dni
w roku, może okazać się trudne do osiągnięcia.
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Zadania opatrzone logo w postaci myszki siedzącej na głowie kota, czyli tzw.
zadania z myszką, pojawiają się w Delcie od samego jej początku, czyli od
1974 roku. W zbiorze prezentujemy zadania powstałe do 2015 roku włącz-
nie. Opracowywało je wielu naszych kolegów (w kolejności alfabetycznej):
Marcin E. Kuczma, Witold Marciszewski, Przemysław Mazur, Andrzej Mą-
kowski, Krzysztof Nowiński, Krzysztof Oleszkiewicz, Waldemar Pompe,
Michał Rotkiewicz, Paweł Strzelecki, Rafał Sztencel, Michał Szurek, Tomasz
Tkocz, Łukasz Wiechecki, Michał Wojciechowski. Sporadycznie pojawiają się
zadania innych, mniej związanych z Deltą autorów (Werner Mnich 2 zadania,
Robert Bartoszyński 1 zadanie), dwa zadania (92 i 343) pochodzą z trzeciego
etapu I Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistów.

Powodzenia!
Wiktor Bartol, Kamila Łyczek
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WIOSNA
Tydzień na rozgrzewkę

1. Udowodnić, że funkcja f (x) = sin x nie jest wielomianem.

2. Udowodnić, że 38 jest największą liczbą parzystą, która nie jest sumą
dwóch liczb złożonych nieparzystych.

3. Nauczyciel napisał na tablicy trójmian kwadratowy x2 + 3x+ 15. Następnie
wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; każdy z nich
zmniejszał albo zwiększał o jeden współczynnik przy x albo wyraz wolny
trójmianu. Na koniec okazało się, że na tablicy widnieje trójmian x2 + 13x + 5.
Czy jest prawdą, że w pewnym momencie na tablicy był napisany trójmian
o pierwiastkach całkowitych?

4. Wewnątrz trójkąta równobocznego wybrano pewien
punkt, a następnie połączono go z wierzchołkami trój-
kąta oraz jego rzutami na boki trójkąta (rysunek). Wyka-
zać, że suma pól zacieniowanych trójkątów równa jest
sumie pól niezacieniowanych trójkątów.

5. Przesuwamy po nieskończonej szachownicy „kulawą” wieżę. Ruch polega
na tym, że przemieszczamy ją o jedno pole do góry z prawdopodobieństwem
1/4, w dół z prawdopodobieństwem 1/4, w prawo z prawdopodobieństwem
1/4 i w lewo z prawdopodobieństwem 1/4. Wszystkie ruchy są niezależne.
Obliczyć prawdopodobieństwo p zdarzenia polegającego na tym, że po
20 ruchach wieża stanie na polu, z którego wystartowała.

6. Trzy osoby grają w orła i reszkę. Każdy z graczy wpłaca do puli 1 zł.
Pierwszy zawsze obstawia orła, a drugi – reszkę. Pula 3 zł jest dzielona
równo między osoby, które trafnie wytypowały wynik rzutu symetryczną
monetą. Uzasadnić, dlaczego gra nie jest sprawiedliwa dla trzeciego gracza.

11
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Tydzień liczb całkowitych i naturalnych

7. Dane są liczby całkowite a1, a2, . . . , a7. Liczby b1, b2, . . . , b7 to liczby
a1, a2, . . . , a7, lecz ustawione w innej, przypadkowej kolejności. Dowieść, że
liczba

(a1 − b1)(a2 − b2) . . . (a7 − b7)

jest parzysta.

8. Udowodnić, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n liczba(
4− 2

1

)
·
(

4− 2
2

)
·
(

4− 2
3

)
· . . . ·

(
4− 2

n

)
jest całkowita.

9. Na tablicy napisano kilka różnych liczb całkowitych dodatnich (co najmniej
cztery). Okazało się, że suma każdych trzech spośród napisanych liczb jest
liczbą pierwszą. Ile liczb napisano na tablicy?

10. Danych jest 26 kolejnych liczb naturalnych. Okazało się, że suma pew-
nych dziesięciu z nich jest liczbą pierwszą. Wykazać, że suma pozostałych
szesnastu liczb jest liczbą złożoną.

11. Udowodnić, że dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieją takie liczby
naturalne k, l, że

1
n
=

1
k(k + 1)

+
1

(k + 1)(k + 2)
+ . . . +

1
l(l + 1)

.

12. Wyznaczyć wszystkie trójki (a, b, c) liczb całkowitych dodatnich, dla
których

a|b + c, b|c + a, c|a + b.

13. Udowodnić, że równanie

x2 + y2 + z2 = 2xyz

nie ma rozwiązania w liczbach całkowitych dodatnich.

12
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Tydzień wątpliwości

14. Czy istnieje figura płaska, która nie ma środka symetrii ani osi symetrii,
taka że obrót względem pewnego punktu P o pewien kąt 0◦ < α < 360◦

przeprowadza ją na nią samą?

15. Twierdzenie. Każdy trójkąt jest równoramienny.

Dowód. Weźmy pod uwagę trójkąt ABC. Jeśli AB = BC, to twierdzenie jest
udowodnione. Przypuśćmy z kolei, że AB 6= BC. Wówczas dwusieczna kąta
?ABC przecina symetralną boku AC w dokładnie jednym punkcie O.

Oznaczmy przez A′ i C′ rzuty prostokątne punktu O na przedłużenia boków
AB i CB (rysunek). Mamy wówczas AO = CO (bo O leży na symetralnej AC)
oraz A′O = C′O (bo O leży na dwusiecznej kąta ?ABC). Wynika stąd, że

4AA′O ≡ 4CC′O i 4BA′O ≡ 4BC′O,

a więc w szczególności

AA′ = CC′ i BA′ = BC′.

Zatem
AB = BA′ − AA′ = BC′ − CC′ = BC

wbrew naszemu przypuszczeniu.

Znajdź usterkę.

16. Wykazać, że nie ma wielościanu o siedmiu krawędziach.

13
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17. Uzasadnić znany sposób (rysunek) otrzymywania pięciokąta foremnego
przez wiązanie taśmy papierowej.

18. Czy istnieje taki ostrosłup o podstawie pięciokąta wypukłego, którego
każda ściana boczna jest trójkątem prostokątnym?

19. Czy istnieje przekrój dwudziestościanu foremnego płaszczyzną przecho-
dzącą przez jego środek, będący jedenastokątem?

14
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Rozwiązania

1. Przypuśćmy, że funkcja sin x jest wielomianem stopnia n. Wtedy cos x=sin(x+ π
2 )

jest też wielomianem stopnia n. Ale cos x = (sin x)′, wobec tego funkcja cosinus jest
wielomianem stopnia niższego niż n – sprzeczność. Można i tak: Jeśli f (x) = sin x
jest wielomianem, to g(x) = f

(
x + π

2
)
= cos x też jest wielomianem. Ponieważ

f 2 + g2 = 1, zatem f i g są wielomianami stopnia zero, co jest niemożliwe. Można to
zadanie rozwiązać na jeszcze wiele sposobów. Wystarczy np. zauważyć, że sinus jest
funkcją okresową lub że ma nieskończenie wiele pierwiastków, a takich własności
nie ma żaden wielomian niezerowego stopnia.

2. Sprawdzimy najpierw, że 38 nie jest sumą dwóch liczb złożonych nieparzystych.
Mogłyby to być liczby 9, 15, 21, 25, 27, 33, 35. Jeżeli 38 jest sumą dwóch liczb
naturalnych, to któraś z nich jest mniejsza od 19. Gdyby 38 było sumą dwóch
liczb złożonych nieparzystych, to jedną z nich byłoby 9 lub 15, ale 38− 9 = 29
i 38 − 15 = 23 są liczbami pierwszymi. Każda liczba parzysta > 40 jest jednej
z postaci 10k, 10k + 2, 10k + 4, 10k + 6, 10k + 8, gdzie k jest liczbą całkowitą większą
lub równą 4. Zachodzą równości

10k = 15 + 5(2k− 3), 10k + 2 = 27 + 5(2k− 5), 10k + 4 = 9 + 5(2k− 1),

10k + 6 = 21 + 5(2k− 3), 10k + 8 = 33 + 5(2k− 5).

Pierwsze składniki są oczywiście liczbami nieparzystymi złożonymi, drugie też
są takie, gdyż są iloczynami liczby 5 przez liczbę > 2k − 5 > 3. Udowodniliśmy
tutaj nawet więcej, mianowicie że każda liczba parzysta > 40 jest sumą dwóch liczb
nieparzystych, z których jedna jest podzielna przez 3, a druga przez 5.

3. Zauważmy, że każdy z uczniów – dokonując zmiany opisanej w treści zadania –
zmienia o ±1 wartość trójmianu dla x = −1. Dla x = −1 trójmian napisany przez
nauczyciela ma wartość 12, trójmian zaś końcowy ma wartość −7. Zatem w pewnym
momencie na tablicy był napisany trójmian, którego wartość dla x = −1 była równa 0.
Trójmian o współczynnikach całkowitych i jednym pierwiastku całkowitym ma oba
pierwiastki całkowite, jeśli tylko współczynnik przy x2 jest równy 1.

4. Rozważany trójkąt rozcinamy trzema prostymi równole-
głymi do boków trójkąta i przechodzącymi przez wybrany
punkt.

Otrzymamy w ten sposób trzy trójkąty równoboczne i trzy
równoległoboki. Każda z tych sześciu figur zawiera część
zacieniowaną o polu równym części niezacieniowanej.
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5. Jeśli obrócimy szachownicę o 45 stopni, okaże się, że wystarczy rozpatrywać
ruchy „kulawego” gońca. Łatwo zauważyć, że można osobno rozważać pionową
i poziomą składową ruchów gońca, bo są one niezależne. Prawdopodobieństwo tego,
że dokładnie 10 razy goniec ruszy się w lewo i dokładnie 10 razy w prawo (aby

składowa pozioma wróciła do stanu pierwotnego), wynosi, oczywiście,
(20

10)

220 . Tyle
samo jest równe prawdopodobieństwo, że dokładnie 10 razy goniec ruszy się w górę

i dokładnie 10 razy w dół. Zatem odpowiedź brzmi: p =
(20

10)
2

240 .

6. Niezależnie od tego, czy trzeci gracz obstawi orła czy reszkę, z prawdopodobień-
stwem 1/2 wygra, zyskując 50 gr (pół puli minus stawka), a z prawdopodobieństwem
1/2 przegra swoją stawkę 1 zł. W każdej grze straci więc średnio 25 gr. Co ciekawsze,
w analogicznej sytuacji, gdy gra pięciu graczy i trzech z nich jest zblokowanych (po
grze równo dzielą zyski i straty), a dwóch pozostałych stosuje taktykę zawsze orzeł –
zawsze reszka, tych dwóch graczy jest w lepszej sytuacji niż zblokowana trójka.

7. Gdyby iloczyn
(a1 − b1)(a2 − b2) . . . (a7 − b7)

był liczbą nieparzystą, to każdy czynnik tego iloczynu byłby także liczbą nieparzystą.
Wtedy suma tych czynników byłaby również liczbą nieparzystą. To jednak jest
niemożliwe, gdyż

(a1 − b1) + (a2 − b2) + . . . + (a7 − b7) = 0.

8. Ponieważ

4− 2
k
=

4k− 2
k

=
2k(2k− 1)

k2 ,

więc liczba
n

∏
k=1

(
4− 2

k

)
=

n

∏
k=1

(2k− 1) · 2k
k · k =

(2n)!
n! · n!

=

(
2n
n

)
jest oczywiście całkowita.

9. 4.

Przypuśćmy, że na tablicy znajduje się 5 liczb i przyjmijmy, że liczby te dają z dziele-
nia przez 3 reszty r1, r2, . . . , r5.

Jeśli wśród reszt r1, r2, . . . , r5 występuje każda z liczb 0, 1, 2, to suma liczb odpowia-
dającym tym trzem resztom jest podzielna przez 3.

Załóżmy więc, że wśród reszt r1, r2, . . . , r5 występują co najwyżej dwie różne liczby.
Zatem trzy spośród nich są jednakowe, a wtedy suma liczb odpowiadających tym
trzem resztom jest podzielna przez 3.

Pozostało wskazać 4 liczby o własności opisanej w treści zadania. Są nimi na przy-
kład: 1, 3, 7, 9.
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10. Wśród dowolnych 26 kolejnych liczb naturalnych jest dokładnie 13 liczb parzy-
stych i 13 nieparzystych. Wśród dziesięciu wybranych liczb jest nieparzysta liczba
liczb nieparzystych. Zatem wśród pozostałych szesnastu liczb jest parzysta liczba
liczb nieparzystych. Stąd wynika, że suma pozostałych szesnastu liczb jest parzysta,
a więc jest liczbą złożoną.

11. Zauważmy, że
1
n
=

1
n− 1

− 1
n(n− 1)

,

ale

1
k
− 1

l + 1
=

(
1
k
− 1

k + 1

)
+

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
+ . . . +

(
1
l
− 1

l + 1

)
=

=
1

k(k + 1)
+

1
(k + 1)(k + 2)

+ . . . +
1

l(l + 1)
,

zatem wystarczy przyjąć k = n− 1, l = n(n− 1)− 1.

12. Bez straty ogólności możemy przyjąć, że a 6 b 6 c. Wówczas a + b 6 2c oraz
c|a + b, skąd wynika, że a + b = 2c lub a + b = c.

Jeśli a + b = 2c oraz a 6 c i b 6 c, to a = c i b = c, czyli a = b = c. Zatem
(a, b, c) = (a, a, a).

Przyjmijmy więc w dalszej części rozumowania, że a + b = c. Wówczas liczba
a + c = 2a + b jest podzielna przez b, skąd wynika, że b|2a. Ponadto 2a 6 2b, wobec
czego 2a = b lub 2a = 2b. W pierwszym przypadku uzyskujemy (a, b, c) = (a, 2a, 3a),
natomiast w drugim mamy (a, b, c) = (a, a, 2a).

Bezpośrednio sprawdzamy, że każda z uzyskanych trójek (a, b, c), czyli (a, a, a),
(a, 2a, 3a), (a, a, 2a) spełnia warunki zadania. Pozostałe rozwiązania otrzymamy
przez permutowanie trójek.

13. Zastosujemy metodę tzw. nieskończonego schodzenia.

Przypuśćmy przeciwnie, że x0, y0, z0 to liczby całkowite dodatnie, takie że x2
0 + y2

0 +
z2

0 = 2x0y0z0. Ponieważ prawa strona jest liczbą parzystą, to dokładnie dwie z liczb
x0, y0, z0 są nieparzyste lub żadna nieparzysta nie jest. Pierwszy przypadek nie może
mieć miejsca, gdyż wówczas lewa strona przy dzieleniu przez 4 dałaby resztę 2,
zaś prawa 0. Dlatego x0 = 2x1, y0 = 2y1, z0 = 2z1 dla pewnych liczb całkowitych
dodatnich x1, y1, z1, mniejszych od x0, y0, z0 odpowiednio. Po wstawieniu do równa-
nia otrzymujemy zależność x2

1 + y2
1 + z2

1 = 4x1y1z1. Powtarzając całe rozumowanie,
dostajemy malejące ciągi liczb całkowitych dodatnich (xn), (yn), (zn), przy czym
x2

n + y2
n + z2

n = 2n+1xnynzn > 2n+1, co jest niemożliwe.
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14. Tak.

15. Twierdzenie jest oczywiście fałszywe. Błąd zawarty jest w ostatnim rachunku.
Jeden z rzutów punktu O na półproste BA→ i BC→ padnie na bok trójkąta, a drugi
na jego przedłużenie.

16. Gdy wielościan ma tylko ściany trójkątne, to liczba krawędzi jest równa 3
2 liczby

ścian, a więc dzieli się przez 3 i wobec tego nie jest równa 7. Gdy chociaż jedna ze
ścian jest n-kątem, dla n > 4, to liczba krawędzi jest równa co najmniej 2n, a więc
co najmniej 8. Czytelnik potrafi zapewne wskazać wielościan mający dokładnie k
krawędzi dla każdej liczby k > 6 różnej od 7.

17. Po rozprostowaniu taśmy otrzymamy cztery trapezy.

Wystarczy wykazać, że są one przystające. Otóż |?BAE| = |?ABC|, dlatego trapezy
EABC i DCBA są równoramienne, mają równe odpowiednie kąty i przekątne (AC)
równej długości, są zatem przystające. Zatem BD = BE i widać, że trapezy BDEA
i BEDC są przystające: po wycięciu trójkąta równoramiennego BDE pozostają trój-
kąty równoramienne przystające ABE i CBD (AE = BC, AB = CD, AB = BC –
ponieważ skrajne trapezy są przystające). Ale AB = CD implikuje, że wszystkie
cztery trapezy są przystające. To daje natychmiast równość boków i kątów pięciokąta
ABCDE.

18. Taki ostrosłup istnieje. Niech ABCDE będzie pięcioką-
tem wypukłym złożonym z trzech trójkątów prostokątnych,
jak pokazano na rysunku.

Niech ponadto S będzie takim punktem w przestrzeni, któ-
rego rzut prostokątny na płaszczyznę pięciokąta ABCDE
pokrywa się z punktem A. Wówczas ?SAB = ?SAE =
90◦, jak również ?SBC = ?SCD = ?SDE = 90◦. Zatem
każda ściana boczna ostrosłupa pięciokątnego ABCDES
jest trójkątem prostokątnym.
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