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Przedmowa

Przedstawiamy pierwsze caloéciowe chociaz nieostateczne! wydanie serii podrecznikéw pod
wspolnym tytutem MATEMATYKA OLIMPIJSKA. Mamy tu na mysli matematyke elemen-
tarna w zakresie wyznaczonym przez zadania OM (krajowe i miedzynarodowe). Matematyka
ta, mimo niewielkiego obciazenia definicyjnego, jest blizsza matematyce akademickiej niz ma-
tematyce szkolnej. Proponowany sposéb wykladu (definicja, twierdzenie, przyklady, zadania
i ¢éwiczenia?) jest wiec blizszy akademickiemu niz szkolnemu. Szczegdélowy spis treéci powinien
dawa¢ dostatecznie dobre wyobrazenie o terytorium zajmowanym przez Matematyke Olimpij-
ska w krolestwie matematyki. Kazdy tom konczy sie krotka bibliografia, w ktérej pokazujemy
kilka zrédet dajacych mozliwos¢ rozszerzenia i poglebienia przedmiotowej wiedzy. W indeksie
zamieszczamy réwniez terminy zaledwie wspomniane w tekscie. Powinno to rozbudza¢ cieka-
wos¢ Czytelnikow i zachecaé do samodzielnych poszukiwan w literaturze. Znak ¢ oznacza
koniec rozwigzania zadania lub koniec przyktadu, a znak [0 — koniec dowodu (lub tylko sfor-
mutowania) twierdzenia. Czasami zamiast wtedy i tylko wtedy, gdy piszemy iff (ang. if and
only if), a zamiast bez straty ogélnosci piszemy b.s.o. Napis £ := ( oznacza: & jest z definicji
(z okreslenia) réwne (.

Poszczegodlne czesci zZoltego, zielonego i czerwonego skryptéw byty wielokrotnie w latach
2007-2017 wydawane jako preprinty w niewielkich naktadach. Znalazty one pewne uznanie
w oczach niektorych nauczycieli zajmujacych sie ksztatceniem uczniéw-olimpijezykéw. W szeze-
gélnosci, dr Jacek Dymel (Krakéw), opiekun naukowy i wychowawca licznych laureatéw OM
i MOM, zachecit nas do przygotowania niniejszego wydania.

Serdeczne podziekowania sktadamy profesorowi Andrzejowi Schinzlowi za aprobate
naszej wizji teorioliczbowej czesci przedsiewziecia (pozostate czesci wzoruja sie na niej) i wska-
zanie btedow. Kolega Wojtek Wawréw wskazal nam niepoliczalny zbior usterek i bledow
w poprzednich wersjach trzech czesci, a takze kilka propozycji ulepszenia tych czesci. Zastu-
zyl tym na nasza bezgraniczna wdzigczno$¢. Nasi uczniowie (i koledzy jednego z nas) Marcin
Michorzewski, Pawet Poczobut i Krzysztof Malysa w réznych okresach powstawania serii byli
bardzo pomocni. Dziekujemy im za to.

APEL. Mimo licznych wysitkéw, w ksigzkach z pewnoécig pozostato jeszcze sporo do po-
prawienia. Wobec tego zwracamy sie do Was, drodzy Czytelnicy, z gorgcym apelem o krytyczne
czytanie i informowanie o zauwazonych btedach i innych niedostatkach zaréwno merytorycznych
jak i dydaktycznych (adres: koloroweskrypty @ gmail.com). Byliby$my bardzo wdzieczni
za wziecie sobie do serca tego apelu. Nasze reakcje na Wasze uwagi zamieszczamy na stronie
sites.google.com/site/koloroweskrypty. Autorzy

'Mamy nadzieje na napisanie Kolorowego suplementu, w ktérym znajda sie brakujace na razie fragmenty.
2Uzyte przyktady, zadania i éwiczenia, poza trywialnymi, nie sa oryginalne. Pochodza z rozmaitych Zrédet,
gltéownie z zawodow i olimpiad matematycznych. Wyjatkowo tylko wskazujemy z jakich.



Stowo wstepne do tomu

— Tak sobie wlasnie myslatem... Czerwony...
— mruczal do siebie. — Moj ulubiony kolor...

Tom trzeci (KOM- czerwony) dotyczy Kombinatoryki. Kombinatoryka®, zwana réw-
niez matematyka dyskretna, zajmuje si¢ zbiorami, gtdwnie skonczonymi, czasem przeliczalnymi.
W kombinatoryce dany jest zbior (przestrzen) (2 i uklad warunkéw % . Dane te wyznaczaja
zbidr (W) sktadajacy sie z tych elementéw przestrzeni {2, ktore spetniaja warunki # . Na-
lezy rozstrzygnaé czy zbior 2(#') jest niepusty, a nastepnie doktadniej go opisaé¢. Rozstrzy-
ganie niepustosci zbioru 2(%#) jest gtéwnym novum w stosunku do matematyki szkolnej;
zadania typu: udowodni¢, ze istnieje taki to a taki obiekt, tak charakterystyczne dla ma-
tematyki w ogoéle i matematyki olimpijskiej w szczegolnosci, rzadko wystepuja w matematyce
szkolnej. Czasami udaje sie wykaza¢ istnienie danego obiektu przez wskazanie lub kon-
strukcje. Czesto jednak musimy sie zadowala¢ dowodem czysto egzystencjalnym, czyli
udowadnia¢, ze zalozenie nieistnienia prowadzi do sprzecznosci. Podstawowymi zasadami wy-
korzystywanymi w kombinatorycznych dowodach egzystencjalnych sg Zasada Szufladkowa
i, czasami mylona z nig, Zasada fat na Kapocie, patrz infra rozdzial 2. Na marginesie
zauwazmy, ze jeszcze mniej szkolna sytuacja ma miejsce w twierdzeniach o nieistnieniu,
gdzie jesteSmy skazani na dowody nie wprost. Gdy juz wiemy, ze obiekty o zadanych wta-
snosciach istnieja, mozemy zadac¢ pytanie o ich liczbe. Pytania tego typu naleza do tak zwanej
kombinatoryki enumeratywnej.

Poniewaz graf skonczony jest parg dwoch zbioréw skoniczonych, wiec nic dziwnego, ze
pewien zaséb wiedzy o grafach uwazamy za godny zamieszczenia w naszym skrypcie (zobacz
rozdzial 3). 7 naszego punktu widzenia grafy stuza wylacznie do geometryzacji niektérych
sytuacji kombinatorycznych i w zasadzie nie sa obiektem badan samodzielnych. Rozdziat 3
konczy paragraf po$wiecony wstepowi do ,myslenia” ramseyowskiego, zwienczony twierdze-
niem van der Waerdena. W rozdziale czwartym omoéwiliémy kilka mniej znanych, jednakze
ciagle elementarnych, zagadnien kombinatoryki. Méwimy tam o liczbach Catalana, funk-
cjach tworzacych, podziatach i rozbiciach, i permutacjach z ograniczeniami. Oma-
wiamy niektére aspekty twierdzenia Halla o kojarzeniu malzZenstw, przygladamy sie
konfiguracjom kombinatorycznym i, wreszcie, orbitom dziatan grup symetrii obiektéw kom-
binatorycznych. W rozdziale 5 méwimy troche o, coraz czesciej wystepujacych w zadaniach
olimpijskich, uktadach pseudodynamicznych, w szczegdlnosci, grach i ich niezmienni-
kach. Rozdzial konczymy paragrafem o tamigtéwkach (para)szachowych.

Mamy nadzieje, ze uzyte jako motta do poszczegélnych rozdziatow cytaty z Milne’owskiego
Kubusia Puchatka w genialnym ttumaczeniu Ireny Tuwim, przyczynia sie do gtebszego zrozu-
mienia tresci matematycznych.

Zyczymy owocnej lektury.

3Samo stowo pojawilo si¢ w matematyce dzigki Leibnizowi i jego Dissertatio de arte combinatoria (1666).
Klasyczna tacina znala stowo combinare — taczyé dwie rézne rzeczy. Poréwnaj cigg binarny.
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Rozdziat O

Przekaska

Puchatek lubil przekqsi¢ swoje mate Conieco o jedenastej rano
1 cieszyl sie bardzo, widzqc, jak Krolik wydobywa z szafki
garnuszki i talerze...

Jako przekaske proponujemy kilka klasycznych zadan charakteru kombinatorycznego.

0.1 Garnuszek zadan na przekaske

Zadania podzielilismy na pare podgrup. W zadaniach o znajomych, przyjaciotach i wrogach
zaktada sie¢ symetri¢ relacji znajomosci, przyjazni i wrogosci.

A. Zadania o znajomych, przyjaciotach i wrogach

ZADANIE 0.A1 Udowodnié¢, ze wsréd dowolnych szesciu osob istnieje taka trojka,
w ktorej wszyscy si¢ znaja, albo taka tréjka, w ktorej nikt nie zna nikogo.

ZADANIE 0.A2 W pewnym mitycznym parlamencie zaden poset nie ma wiecej niz trzech
wrogéw. Dowies¢, ze mozna tak podzieli¢ postow na dwie grupy, by kazdy poset mial co
najwyzej jednego wroga w swojej grupie.

ZADANIE 0.A3 W Kklasie Janka jest 33 uczniow. Janek zauwazyl, ze kazdy z pozostatych
32 uczniéw ma inng liczbe przyjacioét w tej klasie. Ilu przyjaciot ma w tej klasie Janek?

ZADANIE 0.A4 W sali znajduje si¢ 100 oséb, z ktérych kazda zna co najmniej 67
z pozostalych 99. Dowiesé¢, ze w tej sali znajdzie sie taka czworka osob, w ktorej wszyscy
znaja wszystkich. Dowiesé, ze mozliwy jest taki rozklad znajomosci w tej sali, ze kazda osoba
zna co najmniej 66 innych, ale nie ma tam zadnej czwoérki, w ktoérej wszyscy znaliby wszystkich.

ZADANIE 0.A5 Dany jest taki skonczony zbiér B punktéw przestrzeni, ze kazde dwie
odlegtosci miedzy punktami tego zbioru sg rézne. Kazdy punkt zbioru B taczymy odcinkiem
z najblizszym mu punktem zbioru B. Jeden (dowolnie wybrany) z otrzymanych odcinkéw
malujemy na czerwono, wszystkie pozostate na zielono. Dowiesé, ze istnieja takie dwa punkty
zbioru B, ktérych nie mozna potaczy¢ tamang zlozong z odcinkéw zielonych.

ZADANIE 0.A6 Na obozie przygotowawczym do OM, w ktorym brato udziat 40 uczniéw,
nalezalo zreferowaé¢ rozwiazania 40 (zadanych przedtem) zadan. Okazalo sie, ze kazdy uczen
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rozwigzal doktadnie 2 zadania i ze kazde zadanie zostalo rozwigzane przez doktadnie dwoch
uczniéw. Dowiesé, ze pani Beata (szefowa obozu) moze tak zorganizowaé¢ Sesje Omoéwien, by
kazdy uczen omawial jedno rozwigzane przez siebie zadanie i wszystkie zadania byty omdéwione.

ZADANIE 0.A7 Kazdy z 50 uczestnikow konferencji ma wsrdéd pozostatych co najmniej
25 znajomych. Dowie$é, ze mozna ich tak zakwaterowa¢ w pokojach dwuosobowych, by kazdy
mieszkal ze swoim znajomym.

B. O wazeniu monet, kréw i liczb

ZADANIE 0.B1 Mamy 10 rulonéw po 50 monet. Wiemy, ze w 9 z nich sa wytacznie
monety prawdziwe, o wadze 10¢ kazda, a w jednym sa tylko monety falszywe, o wadze 9g
kazda. Mozesz raz skorzysta¢ z doktadnej wagi. Wyznacz rulon monet fatszywych.

ZADANIE 0.B2 Danych jest 12 monet, wéréd ktérych jedna jest fatszywa (ma ona
wage inna niz prawdziwe monety). Za pomoca trzech wazen-poréwnan na wadze szalkowej
wskaza¢ monete falszywsg i okresli¢, czy jest ona lzejsza czy ciezsza od pozostatych.

ZADANIE 0.B3 Dany jest zbior 2016 monet, wéréd ktorych jedna jest falszywa, lzej-
sza od pozostatych (wazacych tyle samo). Wykazaé, ze siedem wazen-poréwnan na wadze
szalkowej (bez odwaznikéw) wystarcza do wskazania monety falszywej.

ZADANIE 0.B4 Waga (w gramach) kazdej z danych 101 kréw jest liczba catkowita do-
datnig. Ponadto, spelniony jest warunek: jezeli odstawimy na bok dowolna z tych kréw, to
pozostate 100 mozna podzieli¢ na takie dwie podgrupy po 50 krow, ze suma wag kréw jednej
grupy jest rowna sumie wag kréw drugiej. Udowodnié¢, ze kazda krowa wazy tyle samo gramow.

ZADANIE 0.B5 Danych jest mn réznych liczb rzeczywistych a;; ustawionych w tablicy

aii a12 Ce QA1n
921 a29 ... Aon
Am1 Am2 ... Ayn,

Niech [; bedzie najmniejszg liczbg i-tego wiersza, a g; najwigksza liczbg j-tej kolumny. Udo-
wodni¢, ze min{gi, go, ..., gn} = max{ly, lo,..., L}, czyli ze najmniejsza z najwiekszych jest
niemniejsza niz najwicksza z najmniejszych.

ZADANIE 0.B6 Wiemy, ze liczby rzeczywiste a;, b; sa (parami) roézne, przy czym

ap < as < ... < aipos oraz by < by < ... < bioog.

Udowodnié, ze za pomocy jedenastu poréwnan® mozna wykryé mediane? 2017-elementowego

zbioru A U B = {al, ey aloog} U {bl, N b1009} = {Cbl, ..., A1008, bl, N b1009}-
C. Kombinowanie w geometrii

ZADANIE 0.C1 Danych jest pie¢ prostych i pie¢ punktéow. Udowodnié, ze mozna wybraé
dwie z tych prostych i dwa z tych punktow tak, ze zadna z wybranych prostych nie przechodzi
przez zaden z wybranych punktow.

! Poréwnanie w danym zbiorze liczb rzeczywistych polega na wyborze dwéch elementéw a, b tego zbioru
i ustaleniu czy a < b, czy b < a. Mozna tu mysleé (i méwié¢) o wazeniu na wadze szalkowej.

2Mediang danego, majacego 2k + 1 elementéw, zbioru liczb rzeczywistych nazywamy te liczbe tego zbioru,
od ktérej jest dokladnie k liczb mniejszych (w tym zbiorze) i dokladnie k liczb wigkszych (w tym zbiorze).
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ZADANIE 0.C2 Zadne trzy z danych pieciu punktéw plaszczyzny nie leza na jednej
prostej. Udowodni¢, ze pewne cztery z tych punktow sg wierzchotkami czworokata wypuktego.

ZADANIE 0.C3 Dany jest 10-kat wypukty W. Czworokat wypukty nazwiemy przekqt-
niowym, gdy jego wierzchotkami sa (niektore) wierzchotki wielokata W, a bokami sa przekatne
(nie boki!) wielokata W. Wyznaczy¢ liczbe czworokatéw przekatniowych.

ZADANIE 0.C4 Dane jest koto i 10 punktéw na okregu tego kota. Zatézmy, ze zadne
trzy cieciwy o koncach w tych punktach nie przecinaja siec w jednym punkcie wewnatrz kota.
Na ile obszaréw dzielg koto te cieciwy?

ZADANIE 0.C5 Cztery odcinki pokrywaja odcinek dtugoéci 2. Udowodnié¢, ze mozna
wyrzuci¢ niektore z nich tak, by pozostate byty parami roztgczne i suma ich dhugosci byta rowna
co najmniej 1.

ZADANIE 0.C6 2017 potptaszczyzn pokrywa ptaszczyzne. Udowodnié, ze mozna wybraé
trzy z tych poiptaszczyzn, ktére pokrywaja plaszczyzne.

ZADANIE 0.C7 Rozcia¢ prostokatng kartke papieru na jak najmniejsza liczbe r6znych

kwadratow.

ZADANIE 0.C8 Dany jest prostokatny uktad wspétrzednych Oxy. Wielokat A1 A, ... A,
nazywamy wielokatem kratowym, gdy wszystkie jego wierzchotki sg punktami kratowymi?.
Udowodni¢ tak zwane Twierdzente Picka: Pole wielokata kratowego wyraza sie wzorem

S:w—i—%b—l,

gdzie w oznacza liczbe punktoéw kratowych lezacych wewnatrz wielokata, a b oznacza liczbe
punktéow kratowych lezacych na brzegu wielokata.

D. Rozmieszczanie i przydzielanie

ZADANIE 0.D1 Na stole lezy stos pieniedzy w nominatach od 1gr do 100zt. Po przeli-
czeniu okazalo sie, ze jest tam doktadnie 1000 zt. Dowies¢, ze mozna tak te pienigdze powkltadac
do dziesieciu sakiewek, by w kazdej sakiewce byto doktadnie 100 ztotych.

ZADANIE 0.D2 Oficjalng waluta Karelirii jest, jak wiadomo?, ferklos. Wspanialcy (oby-
watele Karelirii) uzywaja monet o nominatach kfk, gdzie k jest liczba naturalng mniejsza niz
36. Udowodni¢, ze kwote 1350 ferklosow mozna rozmiesci¢ w 11 sakiewkach tak, by w zadnej
nie byto wiecej niz 150 fk.

ZADANIE 0.D3 W pewnym kraju bije sie monety o wartosci % sekéw dla dowolnych
liczb naturalnych n. Udowodni¢, ze jezeli mamy stos takich monet, o sumarycznej wartosci L
sekow, gdzie L < 99,5, to mozna je rozmiesci¢ w 100 sakiewkach, przy czym tak, ze wartos¢
monet w jednej sakiewce nie przekracza 1 seka.

ZADANIE 0.D4 Ile co najmniej zamkéw (na przyklad typu yale) nalezy zatozy¢ do sejfu
tak, by dowolnie wybrana 3-osobowa grupa sposrod danych 4 os6b, byta w stanie otworzy¢ ten
sejf, ale zadna 2-osobowa grupa nie mogla tego zrobi¢?

3Punkt (z,y) nazywamy punktem kratowym, gdy obie jego wspétrzedne x (odcigta) i y (rzedna) sa
liczbami catkowitymi.
4z0b. Dzienniki gwiazdowe Stanistawa Lema.



4 0. Przekaska

ZADANIE 0.D5 Udowodnié, ze nie istnieje taki ciag (ay, ag, ..., ayp) dlugosci 10 o wy-
razach rzeczywistych, ze suma dowolnych czterech jego kolejnych wyrazéw jest liczbg dodatnia,
a suma dowolnych siedmiu jego kolejnych wyrazéw jest liczba ujemna.

ZADANIE 0.D6 Zbior dokumentéw rozdzielono na n czedci dajac je do przechowania n
osobom. Dowiesé, ze jezeli n > 4, to wystarczy 2n — 4 rozmoéw telefonicznych miedzy tymi
osobami, po przeprowadzeniu ktorych kazda z tych oséb moze zapoznac sie z trescig wszystkich
dokumentow.

ZADANIE 0.D7 Kazdy z 30 cztonkéw klubu miat poczatkowo kapelusz. Pewnego dnia
kazdy z nich wystat swdj kapelusz innemu cztonkowi klubu (mozna bylo otrzymaé wiecej niz
jeden kapelusz). Udowodnié¢, ze istnieje grupa 10 czlonkéw, z ktérych zaden nie otrzymat
kapelusza od innej osoby z tej grupy.

ZADANIE 0.D8 Na pierwszej kartce wypisujemy pracowicie wszystkie liczby od 1 do
1000 (zapisane w systemie dziesiegtnym). Na drugiej (duzej!, jak duzej?) kartce wypisujemy
wszystkie liczby od 1 do 10 000. Udowodni¢, ze liczba wszystkich cyfr na pierwszej kartce réwna
jest liczbie cyfr 0 na drugiej kartce.

E. Dwa zadania o bibliotece

ZADANIE 0.E1 W kazdej trojce czytelnikow, ktorzy pewnego dnia odwiedzili czytelnie
znajdzie sie takich dwoch, ktérzy byli w czytelni jednoczesnie. Udowodnié, ze kierownik czytelni
moégt dwukrotnie tego dnia wygtlosié komunikat tak, by kazdy czytelnik (z tego dnia) mégt go
ustyszec.

ZADANIE 0.E2 W czytelni, przy drzwiach wej$ciowych, zamontowano dwie tablice: ta-
blice P i tablice K. Kazdy czytelnik, przed zajeciem swojego miejsca, przelicza wszystkich juz
siedzacych przy stolikach i wpisuje na tablicy P ich liczbe (to moze by¢ liczba 0, gdy wchodzi do
pustej czytelni). Wychodzac do domu (lub gdzies indziej), przelicza wszystkich siedzacych przy
stolikach i wpisuje na tablicy K ich liczbe (to moze by¢ liczba 0, gdy wychodzi jako ostatni).
Udowodni¢, ze wieczorem, po wyjsciu ostatniego czytelnika, pan kierownik czytelni zobaczy te
same liczby na tablicy P co na tablicy K (jako$ poprzestawiane).

F. Kombinowanie w jezyku i nie tylko

ZADANIE 0.F1 (Zadanie Halmosa) W pewnym miasteczku mieszka 345 zameznych mate-
matyczek. Kazda z nich wie w kazdej chwili czy maz innej jest wierny czy nie, nic nie wie jednak
o swoim mezu. Prawo tego miasteczka wymaga aby kazdy, kto jest w stanie przeprowadzic¢
dowo6d niewiernosci swojego partnera, zastrzelit go na specjalnym miejscu stracen tego sa-
mego dnia o zachodzie stonca. Kazda matematyczka jest absolutnie inteligentna i absolutnie
prawomys$lna. Pewnego dnia pani burmistrz (jedyna niezamezna w miasteczku) ogtosita, ze
w miasteczku sa niewierni mezowie. Zakazata porozumiewania si¢ paniom matematyczkom
w rzeczonej sprawie, jednoczesnie nakazujac przeprowadzanie rozumowan dowodowych.
W rzeczywistosci w miasteczku bylo 40 niewiernych mezéw. Co sie stanie w miasteczku po
ogloszeniu pani burmistrz?

ZADANIE 0.F2 Oto relacja z pewnego spotkania:

Drogie panie — zwrocil sie pan Staszek do, siedzqcych po obu stronach kawiarnianego stolika,
matematyczek Ideli i Adeli — jezeli pozwolicie, chciatbym wystawié was na probe. Wybratem —
ciggnagl — dwie liczby naturalne m = 2 © n > 2. Po dodaniu tych liczb otrzymatem mniejszq
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niz 100 liczbe A, ktorg zapisatem na karteczce czerwonej. Po ich pommnozZeniu otrzymatem
liczbe I, ktorg zapisatem na karteczce niebieskiej. To mowigc, podal pani Adeli czerwong,
a pant Ideli niebieskq karteczke. Po diuzszej chwili odezwata sie Idela.

— Nie wiem jakie to liczby — rzekla, z trudem kryjgc rozczarowanie.

— Wiedziatam to — spokojnie odparta Adela.

— Skoro tak, to ja juz wiem jakie to liczby — niedbale powiedziata Idela.

— To ja tez juz wiem — z wyrazng ulgg dodata Adela, patrzgc nieco z gory na pana Staszka.

Po zapoznaniu sie z powyzsza relacja, wyznaczy¢ zbiér {m, n}.

0.2 Rozwiagzania i komentarze

Pokazujemy dos¢ szczegdtowe rozwiazania i rozbudowane komentarze.

Z0.A1 Oznaczmy przez A dowolng z tych oséb, i przez B, C, D, E, F pozostale osoby. Za-
uwazmy, ze zachodzi jedna z dwéch mozliwosci: (1) A zna trzy z pozostalych oséb, na przyklad
B, C, D, (2) A nie zna trzech z pozostalych oséb, na przyklad B, C, D. Wiecej mozliwosci nie ma!

Przypadek (1) ma dwa podprzypadki: (1a) osoby B, C, D sa sobie obce i wéwczas mamy trojke,
w ktorej nikt nie zna nikogo!; (1b) wéréd os6b B, C, D znajdzie sie para znajomych. Na przyklad B
zna C. Wtedy mamy tréjke A, B, C, w ktérej wszyscy sie znaja.

Przypadek (2) ma za$ podprzypadki: (2a) osoby B, C, D wszystkie sa znajomymi (i mamy trdjke
znajomkéw), albo (2b) wéréd oséb B, C, D znajdzie si¢ para nieznajomych. Na przyklad B nie zna
C. Wtedy mamy trojke A, B, C, w ktorej nikt nie zna nikogo.

Uwaga. W innym nieco jezyku omawiamy to samo zadanie w ustepie 3.4.1.

70.A2 Podstawowa wykorzystywana tu zasada jest Zasada Minimum. Dzielimy dowolnie postéw
na dwie grupy i wyznaczamy liczbe W = wy +ws + - - - +wy, gdzie w; oznacza liczbe wrogow, jakich
i-ty posel ma w swojej grupie. Wybierzmy ten podzial, dla ktérego liczba W jest najmniejsza.
Twierdzimy, ze przy tym podziale zaden posel nie ma wiecej niz jednego wroga w swojej grupie.
Rzeczywiscie, gdyby poset A mial dwbéch wrogéw w swojej grupie, to mialby co najwyzej jednego
wroga w drugiej grupie. Po przeniesieniu posta A do drugiej grupy dostalibySmy podzial z mniejsza
liczba W, a to jest niemozliwe.

Z0.A3 Oznaczmy przez p(X) liczbe przyjaciét ucznia X w badanej klasie. Rozwiazujemy zadanie
ogolniejsze, z liczba 2n+ 1 zamiast 33. Najpierw ustawmy wszystkich uczniow, oprocz Janka, w taki
ciag (A1, Ag, ..., Ag,), ze

p(A1) < p(Az) < -+ < p(A2,). (0.1)

Mamy tu 2n liczb catkowitych nieujemnych, réznych i niewiekszych niz 2n. Mozliwe sg dwa przy-
padi: (1) p(Ar) #0, (2) p(4r) = 0.

W przypadku (1) musi byé p(4;) = i. Rzeczywiscie, jedynym $cisle rosnacym ciagiem liczb
naturalnych dlugosci 2n, ktoérego najwiekszy wyraz jest < 2n, jest ciag (1, 2,..., 2n). W przypadku
(2) musi by¢ p(A4;) =i — 1. Rzeczywiscie, gdy p(A41) = 0, czyli gdy uczen A; nikogo nie lubi, to
nie lubi tez ucznia Ay, wiec p(Ag,) < 2n — 1.

Dowiedziemy przez indukcje wzgledem n, ze p(J) = n, gdzie J oznacza Janka.

Baza indukcji, n = 1. Wéweczas, jezeli p(A;) = 0, p(A2) = 1, to uczen A, przyjazni sie
z Jankiem i Janek nie ma innych przyjaciél, wiec p(J) = 1. Jezeli zas p(A41) = 1, p(A2) = 2, to uczen
Ao przyjazni sie z A; iz Jankiem, a Janek réwniez nie ma innych przyjaciél, wiec znowu p(J) = 1.

Krok indukeyjny, n ~~ n + 1. Zalézmy, ze p(A;) = 0. Usadzmy wszystkich uczniéw wokot
okraglego stotu tak jak na rysunku, gdzie pokazano przypadek n + 1 = 4. Wyprosmy od stotu
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uczniéw Ay i Ag(p41) 1 zapomnijmy o wszystkich przyjazniach ucznia Ayg,; ). Poniewaz Aj;,yq)

dotychczas przyjaznil si¢ z wszystkimi oprocz A;, wiec teraz kazdy z 2n uczniéw As, As, ..., Aopy1
ma o jednego przyjaciela mniej, mianowicie p(A2) = 0,..., p(Aan+1) = 2n — 1, wiec jesteSmy
w sytuacji z zalozenia indukcyjnego. Wobec tego, na mocy tego zalozenia, Janek ma n przyja-
ci6l wéréd uczniéw Ay, As, ..., Agyiq. Poniewaz lubi kolege Agyio, wiec mamy p(J) = n + 1.

Przypadek, gdy p(A4;) =1 rozpatruje sie tak samo.

A, As Ay As

A.° Ag

y Rys. 0.A3 ¥V

Uwaga. Oto spotykana czasem proba rozwiazania zadania: Oznaczmy = = p(J). Nastepnie za
pomoca wyimaginowanego przetacznika zamienmy w klasie Janka wszystkie przyjaznie na nieprzyjaz-
nie, a wszystkie nieprzyjaznie na przyjaznie. W tak zmienionej klasie, oznaczajac przez p'(X) liczbe
przyjaciél ucznia X, mamy oczywiscie p'(X) = 2n—p(X). Wobec tego Janek widzi, ze kazdy (oprocz
niego) ma inng liczbe przyjaciot. Wiec p/(J) = z. Stad z = 2n — z, czyli © = n. Podkreslmy, ze
takie ,rozwiazanie”, z punktu widzenia matematyki, jest co najwyzej heurezqg pozwalajaca odgadnaé
odpowiedz. Dla otrzymania matematycznie satysfakcjonujacego rozwigzania trzeba jeszcze uzasadnié
istnienie liczby x (tzn., Zze dane wyznaczaja odpowiedz).

Na zakoniczenie proponujemy jeszcze taka wersje tego zadania:

Zadanie. Janek zauwazyl, ze w jego n-osobowej klasie kazdy uczen ma co najmniej jednego
przyjaciela w tej klasie i kazdy, z wyjatkiem niego samego, ma inna liczbe przyjaciét. Ilu przyjacior
ma w tej klasie Janek?

7Z0.A4 Rozwiazemy najpierw druga czes¢ zadania. Niech (2 bedzie 100-osobowym zbiorem ob-
cych sobie (poczatkowo) oséb. Zapiszmy (2 w postaci sumy 2 = AU B UC trzech podzbioréw
roztacznych, gdzie® |A| = |[B| = 33, a |C| = 34. Przedstawmy teraz kazda osobe ze zbioru A
kazdej osobie ze zbioréw B i C, kazda osobe ze zbioru B kazdej osobie ze zbioréw A i C, a kazda
osobe ze zbioru C kazdej osobie ze zbioréw A i B. Innych ,przedstawien” nie dokonujemy. Jezeli
woéwezas K, L, M, N jest dowolng czworks oséb, to co najmniej dwie z nich naleza do jednego ze
zbioréw A, B lub C. T te osoby sa sobie obce. Jednoczesnie kazda osoba ze zbioréw A i B zna 67
innych, a kazda osoba ze zbioru C zna 66 innych.

Rozwigzanie pierwsze] czesci: Niech 2 bedzie zbiorem oséb obecnych w sali. Dla dowolnego
S € 2 mamy rozklad® 2 = {S} U Z(S)UN(S), gdzie Z(S) oznacza zbiér wszystkich (réznych od
S) znajomych osoby S znajdujacych si¢ w sali, a N(S) — zbiér nieznajomych osoby S. Wiemy, ze
dla kazdego S € 2 |Z(S)|+ |N(S)| =99, skad, poniewaz |Z(S)| > 67, mamy:

INV(S)] < 32. (0.2)

SPrzez |X| oznaczamy liczbe elementéw skoficzonego zbioru X, zob. ustep 1.3.1.
SPrzez DUE oznaczamy sume roztaczng zbioréw D, £. Piszac réwnoéé postaci 2 = AUBLIC, zaznaczamy,
ze {2 jest sumg swoich parami roztgcznych podzbioréw A, B i C.



0.2. Rozwiazania i komentarze 7

Wybierzmy z sali dowolna osobe K. Zbiér A = Z(K) jej znajomych ma, zgodnie z zalozeniem,
co najmniej 67 elementéw: |A| > 67. Wybierzmy wiec dowolnego znajomego L € A, zob. rysunek
0.A4. Zbiér A jest suma zbioru jednoelementowego {L}, zbioru B := AN Z(L) znajomych osoby L
(w zbiorze A) i zbioru ANMN(L) nieznajomych osoby L w zbiorze A. Poniewaz |A~\ {L}| > 66,
a |N(L)NA| < |N(L)| < 32, wiec |B| > 34. Wybierzmy dowolna osobe M € B. Pozostalych oséb
w B jest > 33. Na mocy nieréwnosci (0.2), nie wszystkie sa nieznajomymi osoby M, wiec zbiér C
0s6b znajomych osoby M w zbiorze B jest niepusty. Wybierajac dowolna osobe N € C, mamy
4 osoby K, L, M i N, ktére wszystkie znaja sie miedzy soba. Widaé¢ to doskonale na rysunku.

Uwaga 1. Czytelnik zechce z pewnoscig udowodnié¢ takie twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli w danej n-osobowej grupie osob kazda zna co najmniej L%”J + 1 innych
0s6b tej grupy, to w grupie tej istnieje 4-osobowa klika’.

Twierdzenie. Istnieje taki rozklad znajomosci w danej grupie n-osobowej, ze kazdy osobnik
ma co najmniej L%”J znajomych, a w grupie tej nie ma zadnej 4-kliki.

Ail
A Aiz
A
Ai3
AZ .’
0/21.
. r-1
Rys. 0.A4 Rys. 0.A5 4;

Z0.A5 Niech B = {A;, As,..., A,}. Napis A; = A; bedzie oznaczal, ze z punktu A; najblizej
jest do punktu A;. Zauwazmy, ze napisy A; — A; i Ay — A; moga by¢ jednoczednie prawdziwe.
Alidci zachodzi oczywiste(!) Stwierdzenie. Jezeli A; = A; i A;j = Ay, to Aj = Ay.

Zatézmy (b.s.o.), ze Ay — As i ze odcinek AjAy jest pomalowany na czerwono. Udowod-
nimy, ze punktéw Ay, Ao nie da sie polaczy¢ zielong lamana. Zalézmy w tym celu, nie wprost, ze
A1 Ay .. A Ay jest tamana, w ktérej odcinki AjA;,, A; Ai,, ..., Ai Ao sa zielone. Wéwczas musi
byé¢ A;; — Ay (w przeciwnym bowiem razie byloby A; — A;;, co, wobec zalozenia A; — As ipowyz-
szego stwierdzenia, jest mozliwe tylko, gdy Az = A;,, w ktérym to przypadku odcinek A;A4;, = A1 As
bylby jednoczesnie zielony i czerwony!). Tak samo latwo wykazaé (zob. rys. 0.A5), ze

Alj_Aill_Aigl_"'/_Airl_AQ‘

St@d nieréwnosci: |A2A1‘ < ‘AlA“‘ < ’AZlAw‘ << |A2Azr| < ‘AgAl‘ SpI‘ZGCZHOéé!

Z0.A6 Pani Beata zaprasza do tablicy dowolnego ucznia Uj i pozwala mu omoéwié dowolne
z rozwigzanych przez niego zadan. Uczen U; zaczyna omoéwienie od zapisania na tablicy numeru
(Z1) wybranego zadania. Konczac za$, zapisuje na tablicy numer Zs drugiego rozwiazanego przez
siebie zadania. To ,wywoluje” do tablicy tego (jedynego!) ucznia U, ktéry rozwiazal zadanie numer
Zs. Uczen Us prezentuje rozwigzanie zadania Z i zapisuje na tablicy numer Z3 drugiego z rozwiaza-
nych przez siebie zadan, wywolujac tym samym do tablicy (jedynego!) ucznia Us, ktory je rozwiazal.

"Specjaliéci od teorii graféw (grafisci?, graficy?) uzywaja terminu klika bez ztych podtekstéw. Chodzi
tylko i wylacznie o to, ze w klice wszyscy znaja wszystkich. O klikach powiemy stéw pare w ustepie 3.1.10.
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I tak dalej. Nalezy teraz zauwazy¢, ze ten proces musi sie ,zapetli¢”, to znaczy, ze ktorys z uczniéw
) ” ) ) )
po rozwiazaniu swojego zadania, napisze na tablicy numer zadania juz rozwiazywanego. To musi sie

1 2 3 4 5 6 7 8
1 O———0
2 ?--—--—--———?
SRR R o s e e
A = i
5 S I
6 | &.._-L----& :
' b
Rys. 0.A6a Rys. 0.A6b 8 R R {

zdarzy¢ najpédzniej w 40 kroku (w przeciwnym razie nastapiloby ,rozmmnozenie” zadan). Co wigcej
wzapetlenie” nastepuje ,na” zadaniu Z;. Rzeczywiscie, ,zapetlenie” na zadaniu réznym od Z; (na
przyklad, Zs, zob. rysunek 0.A6a), mogloby nastapié¢, gdyby to zadanie rozwiazalo trzech uczniéw
(w przykladzie z rysunku, uczniowie Uj, Us i Uy), co jest niezgodne z zalozeniem. Jezeli ,zapetlenie”
nastepuje przy 40 uczniu, to koniec. Jezeli nastepuje wczesniej, to pani Beata zaprasza do tablicy
dowolnego ucznia, ktéry jeszcze nie wystepowal, i tak dalej. Tu trzeba jeszcze wykazaé, ze w zbiorze
tych uczniéw kazdy rozwiazal dwa (jeszcze nie omawiane) zadania i kazde z tych zadan bylo rozwiazane
przez dwoch uczniéw, ktorzy jeszcze nie wystepowali.

Uwaga. To jest rowniez zadanie o znajomosciach! Przy czym relacja znajomosci moze zachodzi¢
wylacznie miedzy uczniami a zadaniami (zadania sie nie znaja i, co ciekawsze, uczniowie réwniez si¢ nie
znaja!). Takie sytuacje kombinatoryczne koduje sie za pomoca tak zwanych graféw dwudzielnych.
Zobacz ustep 3.1.9. Ta sama (co w zadaniu o pani Beacie) idea grafu dwudzielnego lezy u podstaw
ponizszego zadania, zobacz rysunek 0.A6b:

Cwiczenie. Zaznaczono 16 z 64 pdl standardowej szachownicy, przy czym tak, ze w kazdej
kolumnie i w kazdym wierszu zaznaczono doktadnie dwa pola. Udowodnié, ze mozna na zaznaczonych
polach tak rozstawi¢ 8 wiez biatych i 8 wiez czarnych, by wieze tego samego koloru si¢ nie szachowaly.

Z0.AT7 Zaléimy, ze {A1, Aa}, {As, A4}, ..., {A2.—1, Ao} jest rodzina par znajomych (sposréd
uczestnikéw konferencji). Umieszczamy kazda z tych par w osobnym pokoju. Jezeli r = 25, to dobrze!
Jezeli zas r < 25, to pozostalych uczestnikéw, Bj, Ba,..., Bas (gdzie s+ r = 25), ,usadzamy”
w fotelach stojacych w hallu hotelowym. Gdyby wsréd Bi, Ba,..., Bos bylo dwdéch znajomych,
mogliby$my umiesci¢ ich w (r + 1)-szym pokoju. Zalézmy wiec, ze w zbiorze {Bi, Bs,..., Bas} nikt
nikogo nie zna. W szczegdlnoéci, By i Bs sa sobie obcy. Oznaczmy przez Z; zbiér znajomych
uczestnika Bji, a przez Z, zbiér znajomych uczestnika Bs. Oba zbiory Zi, Z5 sa podzbiorami
zbioru {Aj, Ag,..., A} 1 kazdy ma co najmniej 25 elementéw.

Kazdemu uczestnikowi Aj,..., Ao, kazemy napisaé¢ na kartce liczbe 0, gdy nie zna ani B; ani
By, liczbe 1, gdy zna doktadnie jednego z Bi, Bs iliczbe 2, gdy zna obu uczestnikéw B, Bs. Przez
p; oznaczmy sume liczb napisanych przez siedzacych w i-tym pokoju uczestnikéw Ag;_1, Ag;. Jasne,
ze p1+p2+---+pr =121+ |22 (suma p; +pa+ -+ p, oznacza bowiem liczbe ,nici znajomosci”
laczacych uczestnikéw Ap, Ag, ..., A9, z uczestnikam Bj, Bs). Skad p; +p2+--- + pr = 50.

Stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb p; jest > 2 (gdyby wszystkie liczby p; byly < 2,
mieliby$my nieréwnosé p; + -+ + p, < 2r < 50).

B.s.o. zalézmy, ze p; > 2, czyli p1 > 3. Ta nieréwnos$é oznacza, ze co najmniej jeden (na przykltad
A1) z siedzacych w pierwszym pokoju, zna zaréwno Bj jak i Bs, ijednoczesnie Ay zna co najmniej
jednego (na przyklad uczestnika Bp). W takiej sytuacji mozemy zaprosié¢ do hallu uczestnikéw A;, As,
utworzy¢ dwie pary znajomych {Aj, Ba}, {42, B1} ijedna z nich wystaé¢ do pokoju numer 1, a druga
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do ,nowego”, (r + 1)-szego, pokoju.
Uwaga 1. Czytelnik powinien uogdlnié¢ zadanie (i rozwiazanie), zastepujac liczbe 50 przez 2n.

Uwaga 2. Czytelnik znajacy twierdzenie Ore’go (zob. infra), znajdzie(?!) Z0.A7 trywialnym.

Z0.B1 Numerujemy rulony liczbami od 1 do 10, z k-tego wyjmujemy k monet i wszystkie te
wyjete monety wazymy. Jezeli w jest, wyrazona w gramach, suma wag wyjetych monet, to 550 — w
jest numerem rulonu z monetami falszywymi.

7Z0.B2 Ponumerujmy te monety liczbami naturalnymi 1, 2,..., 12. Bedziemy uzywaé nastepuja-
cej notacji: Zapis postaci ((1, 3,4)) ~ ((5, 7, 11)) oznacza, ze kladziemy na pierwszej szalce monety
1-sza, 3-cia i 4-ta, a na drugiej szalce, monety 5-ta, 7-ma i 11-ta. Jezeli w takiej sytuacji szalka
pierwsza przewazyla, piszemy ((1, 3,4)) > ((5, 7, 11)). Napisy postaci ((1, 3, 4)) < ((5, 7, 11)),
((1,3,4)) # ((5, 7, 11)) czy ((1, 3,4)) =((5, 7, 11)), maja oczywiste znaczenie.

Przypadek (1): ((5, 6, 7, 8)) = ((9, 10, 11, 12)). Wdwczas jest oczywiste, ze falszywa moneta ma
jeden z numeréw 1, 2, 3 lub 4.

Podprzypadek (1a): ((1, 2, 3)) = ((5, 6, 7)). W tym podprzypadku falszywa jest moneta numer
4 ijedno (trzecie!) wazenie-poréwnanie z dowolna z monet prawdziwych pozwala okresli¢ czy jest ona
ciezsza czy lzejsza od monety prawdziwe;j.

Podprzypadek (1b): ((1, 2, 3)) # ((5,6,7)). W tym podprzypadku falszywa jest oczywiscie
jedna z monet 1,2 lub 3. Przy czym, jezeli ((1,2,3)) > ((5, 6, 7)), to jest ona ciezsza, a jezeli
((1,2,3)) < ((5,6,7)), to jest ona lzejsza. Wyznaczenie za pomoca jednego (trzeciego!) wazenia
monety falszywej z danych trzech, gdy wiemy czy jest lzejsza czy ciezsza, jest fraszka.

Przypadek (2): ((5, 6, 7, 8)) # ((9, 10, 11, 12)). Ewentualnie przenumerowujac, mozemy zalozy¢,
ze ((5,6,7,8)) > ((9,10, 11, 12)). Wbéwczas mozliwe sa trzy podprzypadki: (2a), (2b) lub (2c).
Rozwazamy je kolejno:

Podprzypadek (2a): ((5, 6,9)) = ((7, 8, 10)). Wtedy falszywa jest moneta 11-ta lub 12-ta. Po-
nadto, jest ona lzejsza! 1 wystarczy wykonaé (trzecie!) wazenie ((11)) ~ ((1)).

Podprzypadek (2b): ((5, 6,9)) > ((7, 8 10)). Wtedy monety 7-ma, 8-ma i 9-ta sa prawdziwe,
a falszywa jest moneta 5-ta albo 6-ta albo 10-ta. Przy czym, jezeli falszywa jest moneta 5-ta albo
6-ta, to jest ona ciezsza, gdy za$ falszywa jest moneta 10-ta, to jest ona lzejsza. Jasne, ze wazenie
(trzecie!) ((5)) ~ ((6)) wystarczy do rozpoznania sytuacji.

Podprzypadek (2c): ((5, 6, 9)) < ((7, 8, 10)). Wtedy monety 5-ta, 6-ta i 10-ta sa prawdziwe,
a falszywa jest moneta 7-ma albo 8-ma albo 9-ta. Przy czym, jezeli falszywa jest moneta 7-ma albo
8-ta, to jest ona ciezsza, gdy za$ falszywa jest moneta 9-ta, to jest ona lzejsza. Jasne, ze wazenie
(trzecie!) ((7)) ~ ((8)) wystarczy do rozpoznania sytuacji.

Uwaga. Gdy mamy 13 monet z jedna falszywa to trzy wazenia wystarcza do wskazania ,fal-
szywki” | jednak (na ogdl) nie da sie stwierdzi¢ czy jest ona lzejsza czy ciezsza. Czytelnik moze zechcieé
sprawdzi¢, ze wystarczy wykonaé¢ wazenia-poréwnania:

1% ((1,2,3,4) ~((56,7,8)),

29 ((2,4,7,9) ~((1, 6, 10, 11)),

3% ((3,7,8,11)) ~ ((2, 6, 10, 12)).

Zauwazmy, ze w tych wazeniach nie uczestniczy moneta 13-ta (dlatego, gdyby to ona byla falszywa,
nie moglibySmy — w tych trzech wazeniach — rozpoznaé czy jest ona lzejsza czy ciezsza).

Z0.B3 Dzielimy zbiér na dwie grupy po 729 monet i jedna majaca 558 monet. Pordéwnujemy
(kladac na szalkach wagi) grupy 729-elementowe. Wéwczas natychmiast mozemy wskazaé grupe zawie-
rajaca monete falszywa (jak?). W ten sposéb zadanie redukuje sie do zadania wskazania (za pomoca
szeSciu wazen-poréwnan) monety falszywej w zbiorze 729 monet z jedng lzejsza moneta (dodajemy
171 monety prawdziwe do grupy 558-elementowej, gdy to w tej grupie jest falszywka). Dzielac taki
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zbiér 729-elementowy na trzy podgrupy (podzbiory!) 243-elementowe i poréwnujac dwie z tych grup,
tak samo jak przed chwila, za pomocg jednego wazenia, znajdziemy 243 monety z jedna falszywa.
I dysponujemy jeszcze piecioma wazeniami! Itd. Jasne, ze po szedciu opisanych operacjach znajdziemy
trzy monety, wsrod ktérych bedzie moneta fatszywa. Wskazanie jej za pomoca ostatniego, siddmego,
wazenia jest natychmiastowe.

Uwaga. Za pomoca oczywistego uogélnienia pokazanego rozumowania mozna wykazaé polowe
tezy twierdzenia:

Twierdzenie. Danych jest n monet, z ktérych wszystkie, z wyjatkiem jednej, falszywej, waza
tyle samo. Wiadomo, ze falszywa moneta jest lzejsza. Oznaczmy k := 1+ Llogg (n - %)J Liczba k
jest rowna minimalnej liczbie poréwnan na wadze szalkowej, wystarczajacych do jednoznacznego
wskazania monety fatszywej.

Dla dowodu, ze liczba k jest najmniejsza, zauwazmy, ze kazde wazenie-poroéwnanie polega na
rozbiciu zbioru monet na trzy podzbiory, z ktorych jeden odkiadamy na bok, a dwa pozostale
yktadziemy” na dwoch szalkach wagi. Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi.

7Z0.B4 Oznaczmy przez wi, we,..., wigr wagi (w kilogramach) naszych kréw i przez w sume
Z}ill w; ich wag. ,Odktadajac” na bok i-ta krowe, dostaniemy réwnosé

wk1+wk2+"'+wk50:(w_wi)_(wkl+wk2+"'+wk50)

dla pewnego ciagu 1 < k; < kg < --- < kso < 101 liczb naturalnych (bez i). Z tej réwnosci widzimy,
ze liczba w — w; jest parzysta dla kazdego 1 < ¢ < 101. W szczegblnosci widzimy, ze wszystkie
liczby w; sa tej samej parzystosci.

Zalbézmy teraz, ze mozliwy jest taki, spelniajacy narzucone warunki, rozklad wag naszych krow,
ze nie wszystkie krowy maja taka sama wage. Woéwczas (Zasada Minimum!) mozemy zalozyé, ze w
jest najmniejsza. Rozpatrzymy dwa przypadki: (1) wszystkie liczby w; sa parzyste, (2) wszystkie
liczby w; sa nieparzyste. W przypadku (1) rozwazmy nowy zbiér (,odchudzonych”) kréw o wagach

w, = %wi. Jasne, ze one spelniaja te same narzucone warunki co krowy o wagach w;. Poniewaz

7
ich sumaryczna waga w' = %w jest mniejsza niz w, wiec, na mocy zalozenia o minimalnosci w,
mamy réwnosci w) = wh = -+ = wiyy, skad w; = wy = -+ = wig;. Sprzeczno$é. W przypadku

(2) rozwazmy nowy zbiér kréw o wagach (naturalnych!) w) = i(w; +1). Te krowy, jak latwo

7
widzieé, réwniez spelniaja narzucone warunki, a ich sumaryczna waga jest réwna w' = %(w +101).
Stad, wobec zalozenia o minimalnosci, w < %(w +101), czyli w < 101, co jest mozliwe tylko, gdy

wy =---=wy1 = L

Chcemy rozwigzaé zadanie ogdlniejsze. Wykorzystamy przy tym technike opozycji parzysty-
nieparzysty, rozszerzajac ja nieco: Liczbe wymierna nazwiemy parzysta, gdy licznik reprezentujacego
ja utamka nieskracalnego jest liczbg parzysta. Liczby wymierne o nieparzystym mianowniku
i liczniku nazwiemy nieparzystymi®. Podstawowe, wykorzystywane w dalszym ciagu, wlasnosci tych
pojeé zbieramy w ¢wiczeniu:

Cwiczenie. Tloczyn liczby wymiernej parzystej przez liczbe wymierna o nieparzystym mianow-
niku jest liczba wymierna parzysta, a suma liczby wymiernej parzystej i liczby wymiernej nieparzystej
jest liczba wymierng nieparzysta. Zauwazy¢ tez, ze nieparzysta liczba wymierna jest rézna od O.

Po rozwiazaniu tego ¢wiczenia mozemy rozwigzaé zapowiedziane uogolnienie:

Zadanie. Danych 2k 4+ 1 krow ma nastepujaca wlasnosé: Jezeli odstawimy na bok dowolna
z nich, to pozostate 2k kréw mozna podzieli¢ na takie dwie podgrupy po k kréw, ze suma wag kréw
jednej grupy jest réwna sumie wag kréw drugiej grupy. Dowiesé, ze wagi wszystkich kréw sg réwne.

8Czytelnik, ktéry zapoznat sie z ustepem ATL 2.4.1 wie, ze liczba wymierna « jest parzysta, gdy va(a) > 0,
a jest nieparzysta, gdy ve(a) = 0. Oczywiscie 0 jest liczba wymierna parzysta (bo v2(0) = 400 > 0).
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Rozwiazanie. Odrzucenie zalozenia k = 50 jest malo(!) wazne. Rozwiazanie takiego uogélnie-
nia jest prostym uogdlnieniem rozwiazania pokazanego. Wazne jest tu odrzucenie zalozenia
o naturalnoéci wag. Rozwiazanie takiego uogélnienia wymaga nowego pomystu.

Rozwazmy (kodujacy zadanie o 2k + 1 krowach) uktad réwnan postaci:

Oz; £ zoft 23t ... £ 2o £ 2op1 =0,
+x1 4+ Ozo 23+ ... Lo 20541 =0,
+x1+ 204+ O0z3 £ ... £ 2o 22541 =0,

+r1 £ zota3t ... 4+ Oz £ 22841 =0,
+x1+ xot a3 ... a9 + Oxopr1 =0.

W kazdym wierszu mamy tu dokladnie k& plusow i tylez minusow, ponadto w i-tym wierszu wspot-
czynnik przy x; jest réwny 0. Dazymy do udowodnienia, ze (niezaleznie od rozmieszczenia znakéw
+) kazde rozwiazanie ukladu (0.3) jest rozwiazaniem oczywistym (o, a,..., @) (mamy tu 2k + 1
wyrazéw rownych «, przy dowolnym «). Jasne, ze to zakonczy rozwiazanie!

Dodajmy ostatni wiersz kolejno do kazdego z pozostalych wierszy. Dostaniemy wéwczas uktad
réwnowazny (majacy te same rozwiazania) postaci

Nz + Pxg+ Pxs+ -+ Pxop + Nxgg =0,
Pzy 4+ Nxog+ Pxs+ -+ Pzop + Nxopy1 =0,
Pz, +P:E2+N:E3+-"+PZE2k+NZE2k+1 =0,

Pz 4+ Pxo+ Pxs+ -+ Nxog + Naopy1 = 0,
:|:$1:|: :L'Q:|:.1‘3:|:'--:|:J}2k+ 0$2k+1:0,

gdzie w miejscach oznaczonych przez P stoi liczba parzysta (tu —2, 0 lub +2), a w miejscach
oznaczonych przez N, liczba nieparzysta (tu —1 lub +1). Bardzo wazne jest, ze N # 0.
Zapiszemy wszystkie, z wyjatkiem ostatniego, réwnania w postaci:

Nxy + Pxy + Pr3+ -+ Prgp = NTogq1,
Pxi+ Nzo + Px3 + -+ + Prop = Noogy1,
Pxy + Pxg+ Nag + -+ + Prop = Nxog1, (0.4)

| Pry + Pxy + Pr3+ -+ Nagp = Nwggyq.

Uproscimy ten uktad za pomoca standardowej techniki sprowadzania do postaci tréjkatnej. Robi
sie to tak: Pomnoézmy pierwsze roéwnanie przez liczbe a i dodajmy do drugiego réwnania, ktére po
tej operacji uzyska postaé

(aN 4+ P)z1 + (aP + N)zo + (aP 4+ P)xzs + - -+ + (aP + P)zog = (aN + N)zoj41.

Jasne, ze istnieje dokladnie jedna taka parzysta liczba catkowita a, ze wspdlczynnik postaci
aN + P przy x1 w tym wyrazeniu jest réowny 0. Wodowczas wspélczynnik aP + N przy xo
jest nieparzysta liczba calkowity, wspdlczynniki przy zs,..., Tor sa parzystymi liczbami calko-
witymi, a wspélczynnik przy xoriq1 (z prawej strony) jest nieparzysta liczba calkowita. Podobnie
mozemy ,wyzerowa¢” wspotezynnik przy x; w kolejnych wierszach ukladu (0.4). Po tych operacjach
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dostaniemy rownowazny ukltad réwnan

Nxy + Pxo + Prs+ -+ Pxop = Nogqa,
Nxg + Prg + -+ + Prop = Nxogyy,
Pxo+ Nxg+ -+ Prop = Nxogyq,

Pxy + Prxg + -+ Nagy = Nxoga,

gdzie znaczek P oznacza liczbe parzysta, a znaczek N liczbe nieparzysta (w szczegélnosci rézna
od 0). Teraz chcemy, podobnie jak przed chwila, ,wykasowaé” wszystkie wyrazy postaci Pzy le-
zace pod wyrazem Nxo z drugiego wiersza. To sie robi tak samo, jedyna roznica jest to, ze be-
dziemy musieli uzywaé liczb wymiernych. Jednakowoz opozycja parzysty-nieparzysty dziata tak jak
poprzednio. Czytelnik zechce sie przekonaé¢ o tym samodzielnie. W ten sposéb ,kasujemy” kolejno
wszystkie wspolczynniki parzyste lezace pod odpowiednimi wyrazami postaci Nx; z i-tego wiersza.

Po wykonaniu tego programu, dostaniemy uktad (réwnowazny ukladowi (0.4)) postaci (tak zwanej
gérno-tréjkatnej):

( Ny + Pxo+ Pxs+ - + Prop, = N1,
Nxo+ Pxs+ -+ Pxoy = Nxogy1,
Nzg+ -+ Prop = Nrogy1, (0.5)

Nzop, = Nxogy1,

gdzie N oznacza liczbe wymierng nieparzysta (w szczegélnosci rézng od 0), a P oznacza liczbe
wymierng parzysta. Otrzymana postaé naszego uktadu pozwala uzasadni¢ nastepujaca rozstrzygajaca
teze:

Teza. Jezeli (1, x2,..., Topr1) jest rozwiazaniem ukladu (0.5) i zory1 = «, to zachodza
réownosci 1 = r9 = -+ = Tgp = Q.
Uzasadnienie. Jezeli (z1, xo,..., Togt1) jest rozwiazaniem ukladu (0.5), to wszystkie x;, dla

1 < ¢ < 2k, mozna sukcesywnie (od dotu do gory) jednoznacznie wyznaczyé za pomoca Toky1.
Mozliwosé i jednoznacznosé takiego wyznaczenia wynika z niezerowoéci wspotczynnikéw N stojacych
przy x; w i-tym wierszu. Wobec tego istnieje(!) jedyne(!) rozwiazanie uktadu (0.5), wiec tez uktadu
(0.3), w ktérym xox+1 = . Ale jedno takie rozwiazanie znamy od poczatku, mianowicie rozwiazanie
(o, y...,a). Stad 1 =29 =+ =29 = . Q.e.d.

Widzimy wiec, ze wszystkie krowy waza tyle samo.

Uwaga. Czytelnik znajacy elementy algebry liniowej (= teorii skoniczenie-wymiarowych prze-
strzeni wektorowych nad dowolnymi cialami), moze znacznie skrécié¢ rozumowanie:

Macierz uktadu (0.4) po redukcji modulo2 jest macierza jednostkowa. To oznacza, ze wyznacz-
nik lewego gérnego minora 2k x 2k macierzy A ukladu (0.3) jest liczba nieparzysta (wiec rézna
od 0). W szczegblnosci, rzA > 2k. Stad, poniewaz rz A + dim(ker A) = 2k + 1 i, oczywiscie,
dim(ker A) > 1, mamy réwno$¢ dim(ker A) = 1.

70.B5 Zalézmy, ze najmniejsza z liczb g1, ..., g, jest liczba g;. Ta liczba jest najwieksza liczbg
w j-tej kolumnie i stoi w ktoryms, dajmy na to w k-tym, wierszu naszej tablicy. Wiec g; = ag;.

Zatézmy tez, ze najwicksza z liczb [y,..., [, jest liczba [;. Jest ona najmniejsza liczba w i-tym
wierszu i stoi w ktérej$, dajmy na to w [-tej, kolumnie naszej tablicy. Wiec I; = a;. Popatrzmy
teraz na wyraz a;;. Woéwczas min{gi,..., gn} = g; = ax; = aij = ayg = l; = max{ly,..., ln}.

Nieréwnosci wynikajg stad, ze ay; jest najwigksze w j-tej kolumnie, a a; jest najmniejsze w i-tym
wierszu.
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Uwaga. Udowodniona nieréownos$é mini-mazx zapisujemy w skrocie tak:

’ min; max; a;; = max; min; a;;.

Z0.B6 W pierwszym poréwnaniu poréwnajmy mediane bsos zbioru B = {b1,..., bioog} z dolna
mediana” aso4 zbioru A = {a1,..., aios}

Zalézmy, ze asps < bsos. Wowcezas liczba asps jest mniejsza od wszystkich liczb nalezacych do
zbioru {asod, ..., a1008} U {b505,- .., bioog}. Poniewaz w tym zbiorze jest 505 + 505 = 1010 liczb ze

zbioru AUB, wiec jest jasne, ze aso3 < m, gdzie przez m oznaczyliémy poszukiwana mediane (zbioru
AU B). Z drugiej strony, liczba bsos jest wieksza od wszystkich liczb nalezacych do, majacego 1009

elementéw, zbioru {ai,..., asos} U{b1,..., bsos}, wiec m < bsos-
Otrzymany wynik mozemy wyobrazi¢ na
rysunku. Widzimy na nim mediang m, z lewej Asp3 ... M ... bggg

jej strony mamy 1008 liczb zbioru A U B mniej-

szych niz m, wsréd nich liczba asg3; z prawej jej strony mamy 1008 liczb wigkszych niz m, wérdéd
nich liczba bspg. Jezeli teraz wyrzucimy z lewej czedci liczby a1, ao, ..., aq96, to zostanie tam 512
liczb mniejszych niz m. Podobnie, jezeli wyrzucimy z prawej czesci liczby bs13, bs14, - . ., biogg, to
zostanie tam 511 liczb wiekszych niz m. Oznaczmy

A = {a4977 @498, - - - al()()g}, B = {bl, bay..ny b512}.

Kazdy z tych zbioréw ma 512 elementow. Widzimy wiec, ze poszukiwana mediana m jest gérng
mediang zbioru A'UB', m = mg(A'UB'). Zbiér A'UB’ ma 1024 elementy. Stosujac ponizszy lemat
mozemy (za pomoca 10 poréwnan) wyznaczy¢ jego gérna mediane:

Lemat. Niech C = {ci,..., cor}, D = {di,..., dor} beda rozlacznymi 2k-elementowymi zbio-
rami liczb rzeczywistych. Zalézmy ponadto, ze ¢1 < cag < -+ < Cog, d1 < do < -+ < dop, 1 zZe zbior
CUD ma 4k elementéw (tzn., CN'D = &). Wowczas, jezeli cxy1 < dpi1, to

ma(CUD) =mg({dy,..., dg} U{cksi1,--, Cor})- (0.6)

Dowéd. Liczba ¢ jest mniejsza od wszystkich liczb zbioru {cgi1,..., cop} U {dks1,..., dor},
wiec ¢ < mg(CUD). Liczba diiq jest > od wszystkich liczb zbioru {ds,..., dx} U{ec1,..., ckr1},
wiec mg(CUD) < diy1. Odrzuémy teraz k liczb c¢q,..., ¢ mniejszych niz mg(CUD) i k liczb

di+1, ..., dop wiekszych niz mg(C U D). Dostajemy réwnosé (0.6). Q. e. d.

Z0.C1 Stosunki incydencji (= nalezenia!'® punktu do prostej) kodujemy w tablicy 5x 5. Kolumny
tej tablicy numerujemy punktami, a wiersze numerujemy prostymi. W polu na przecieciu a-tego
wiersza i X-tej kolumny wpisujemy znak 1 gdy prosta a przechodzi przez punkt X, i wpisujemy
znak 0 w przeciwnym przypadku. Na rysunku 0.Cle widzimy konfiguracje pieciu prostych i pieciu
punktéw, i jej zakodowanie w tablicy.

Cztery pola takiej tablicy, ktérych srodki sa wierzchotkami prostokata i w ktorych wystepuje
cyfra ¢ nazwijmy c-prostokgtem. Uzywajac tego jezyka, teze naszego zadania mozna sformutowaé tak:
Istnieje O-prostokat. Zaldézmy wiec, nie wprost, ze 0-prostokatéw nie ma.

97Zbiér liczb majacy parzysty liczbe elementéw nie ma mediany. Ma za to dolng mediane i gérnag
mediane: Jezeli X C R jest podzbiorem skonczonym i |X| = 2k, to gérna mediana zbioru X, mg = mg(X),
jest jedyna liczba zbioru X, od ktérej w zbiorze tym jest doktadnie k liczb mniejszych i dokladnie k& — 1
wiekszych. Mediana dolna, mp = mp(X), jest zas jedyna taka liczba zbioru X, od ktérej jest doktadnie k
liczb wiekszych i dokladnie k& — 1 mniejszych. Jasne, ze mp < mq. Srednig arytmetyczna %(mD + mg)
nazywa si¢ czasami mediang zbioru X.

10W geometrii szkolnej (i olimpijskiej) méwi sie tradycyjnie o lezeniu punktu na prostej lub, réwnowaznie,
o przechodzeniu prostej przez punkt.
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Zauwazmy, ze 1-prostokatéw nie ma! Powdd jest natury geometrycznej: 1-prostokat koduje nie-
mozliwa geometrycznie sytuacje, w ktérej dwie ré6zne proste przechodza przez dwa rézne punkty,
zob. Al w PLA.

7 k 0(0|0]|0 o(ojof1)1
AB CDE 11 ?
kl0]0/0|0|1 ?71? ?
m P [/1/0/0/0|0
mOQ0|{00/0|1
nl0/1/0/110 11111|1 1/11/1/0/0
0f0 ?
p1/1/0/01 220 2
Rys. 0.Cla Rys. 0.C1b

Pokazemy najpierw, ze w zadnym wierszu nie stoja cztery cyfry 0. Gdyby tak bylo, to (b.s.o.,
czyli ewentualnie przemianowujac punkty i proste) mozemy zalozyé, ze punkty A, B, C, D nie leza
na prostej k, zob. lewa goérna tablice na rys. 0.C1lb. Woéwczas w drugim wierszu pod co najmniej
trzema zerami (z pierwszego wiersza) stoja jedynki, a pod tymi trzema jedynkami, w trzecim wierszu
stoja co najmniej dwa takie same znaki. Jasne, ze wtedy znajdziemy albo O-prostokat (z gérnym
bokiem w pierwszym wierszu), albo 1-prostokat (z gérnym bokiem w drugim wierszu). Sprzecz-
nos¢. Podobng sprzecznos¢ dostaniemy, gdy w pewnym wierszu stoja cztery cyfry 1, czyli gdy pewna
z danych prostych przechodzi przez cztery z danych punktéw, zob. lews dolna tablice na rys. 0.C1b.

Pozostalo nam jeszcze znalezienie sprzecznosci w przypadku, gdy kazdy wiersz jest typu (3, 2)
(tzn., wystepuja w nim trzy cyfry 0 i dwie cyfry 1) lub typu (2, 3). Poniewaz wierszy jest pie¢, wiec
jest jasne, ze wéwczas co najmniej trzy wiersze sa tego samego typu. Jezeli mamy trzy wiersze typu
(3, 2), to (ewentualnie przemianowujac proste) mozemy uznaé, ze sa to trzy gérne wiersze. Ponadto,
ewentualnie przemianowujac punkty, mozemy uznaé, ze pierwszy wiersz ma postaé (0,0,0, 1,1), zobacz
prawa gbérng tablice z rys. 0.C1b. Gdzie wtedy moga staé¢ cyfry 0 z drugiego wiersza? Jezeli dwie
z nich stoja na pierwszych trzech miejscach, to mamy O-prostokat. Zaldézmy wiec, ze jest tam tylko
jedno 0, a pozostale dwa stoja w miejscu znakéw zapytania. Przeprowadzajac to samo rozumowanie
w odniesieniu do trzeciego wiersza, mamy to co chcemy. Wyobrazony w prawej dolnej tablicy na
rysunku 0.C1b przypadek istnienia trzech wierszy typu (2, 3), rozpatrujemy analogicznie. (Poniewaz,
przy naszym zalozeniu nie wprost, cyfry 0 i 1 graja doktadnie te sama role, wiec naprawde juz to
zrobilismy!)

Uwaga. W dalszym ciggu jeszcze nie raz bedziemy uzywaé tablic o wyrazach 0, 1 dla kodowania
stosunkéw incydencji (czy nalezenia). Nobilitujemy je, przydajac im nazwe macierzy binarnych.

7.0.C2 Zaczniemy od przyswojenia sobie waznego pojecia. Z PLA D2.6 wiemy co to jest zbior
wypukly!'!. (Koniecznie) rozwigzmy éwiczenie:

Cwiczenie. Udowodnié, ze czeéé wspdlna (= przekréj) dowolnej rodziny zbioréw wypuklych
jest zbiorem wypuklym (by¢ moze pustym).

Definicja. Cze$¢ wspdlna wszystkich zbioréw wypuklych zawierajacych dany podzbiér
ptaszczyzny'? X nazywa sie otoczka wypukla zbioru X i oznacza symbolem conv (X).

7 definicji tej wynika, ze otoczka wypukla danego zbioru niepustego X jest najmniejszym zbiorem
wypuklym zawierajacym X (jako podzbiér). Gdy X jest zbiorem skoficzonym mozemy wyobrazié

:Zbiér C nazywamy zbiorem wypuklym, gdy dla dowolnych punktéw A, B nalezacych do C, odcinek
AB jest podzbiorem zbioru C.
12Lub przestrzeni, lub takiej struktury matematycznej, w ktérej ma sens pojecie odcinka, zob. ustep 2.3.5.
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sobie zbiér conv(X) nastepujaco: Najpierw znajdujemy najwieksza odleglosé miedzy punktami zbioru
X. Powiedzmy, ze wynosi ona d i realizuje sie na parze (A, B), zob. rys. 0.C2a. Prowadzimy przez
punkt A prosta p prostopadia do AB. Kazdy punkt zbioru X lezy w tej samej poélplaszczyznie
o krawedzi p, co punkt B (odleglosé kazdego punktu z péiplaszezyzny dopelniajacej od punktu B
jest bowiem > d). Prowadzimy teraz wszystkie p6lproste o poczatku A przechodzace przez pozostalte
punkty zbioru X i wyznaczamy katy jakie tworza one z prosta p (przy ustalonej dowolnej orientacji).
Bierzemy najmniejszy z tych katéw (powiedzmy, ze realizuje go pélprosta hac) i widzimy, ze caly
zbiér X lezy w jednej (tej samej co punkt B) pdlplaszczyznie o krawedzi ¢ = AC. Teraz mozemy
podobnie ,wykry¢é” punkt D € X i kolejne wierzchotki pewnego wielokata. Prosta wyznaczona
przez kazdy bok tego wielokata jest krawedzig pélptaszczyzny, w ktorej zawarty jest caly zbior X.
Poniewaz kazda pélplaszczyzna jest zbiorem wypuklym (zob. PLA A6), wiec przekrdj powiedzianych
polptaszczyzn jest wielokatem wypuklym.

Rys. 0.C2a Rys. 0.C2b

[Pokazane rozumowanie jest tylko troche mniej niesciste od nastepujacej heurezy: Whijamy szpilki
w punktach zbioru X' i ,puszczamy” otaczajaca te szpilki gume (od majtek). Jezeli guma jest dosta-
tecznie sprezysta, to utworzy wielokat.] Proponujemy Czytelnikowi dokonczenie dowodu ponizszego
twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli X jest skoniczonym podzbiorem plaszczyzny, to conv(X) jest wielokatem
(wypuktym) o wierzchotkach w (niekoniecznie wszystkich) punktach zbioru X.

Przechodzimy do rozwiazania zadania: Mamy pieciopunktowy podzbiér ptaszczyzny. Niech W
bedzie jego otoczka wypukla. Z powyzszego wiemy, ze W jest wielokatem wypuklym o wierzchotkach
w punktach z danego zbioru. Wobec tego W jest pieciokatem, czworokatem lub tréjkatem (nie moze
by¢ ,,dwukatem”(?), ani ,jednokatem”(??7), bo, z zalozenia, zadne trzy punkty ze zbioru X nie leza
na jednej prostej), zob. rys. 0.C2b. W pierwszych dwéch przypadkach natychmiast widzimy cztery
wierzchotki czworokata wypuklego. W przypadku trzecim, dwa z pieciu rozwazanych punktéw leza
wewnatrz tréjkata o wierzchotkach w trzech pozostalych punktach. Zaden z tych dwéch punktéw nie
lezy na brzegu tréjkata (bo zadne trzy punkty nie sa wspélliniowe) i prosta wyznaczona przez te dwa
punkty nie przechodzi przez wierzcholek tréjkata (z tego samego powodu). Prosta ta przecina wiec
dwa boki tréjkata. Jasne, ze te dwa punkty i konce boku roztacznego z ta prosta tworza wierzcholtki
czworokata wypuklego.

Z0.C3 Niech AjAs... A bedzie badanym dziesieciokatem (wierzchotki numerujemy kolejno na
przyklad przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Czworokaty o wierzchotkach A; bedziemy dla skrétu
zapisywali wypisujac kolejne numery wierzchotkéw. Na przyktad, pokazany na rysunku 0.C3 czwo-
rokat zapisujemy na jeden z czterech sposobéw: (1,4, 6,9), albo (4, 6,9, 1), albo (6,9, 1, 4),
albo (9, 1, 4, 6). Zobaczymy najpierw ile jest ciagdéw (kodujacych czworokaty przekatniowe) postaci
(1,4, j, k). Aby taki ciag kodowal czworokat przekatniowy potrzeba i wystarcza oczywiscie, by
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spelnione byly warunki:
123, jz2i+2 k>j+2 oraz k<9. (0.7)

Tle jest ciagéw (1, 4, j, k) spelniaj@cych te warunki? Dla odpowiedzi na to pytanie kazdemu takiemu
ciagowi przyporzzgdkujmy ciag (i, 7, K)=(1—2,7—3, k—4). Cl@g (', 7', k') spelnia, oczywidcie,
warunki 1 < 7' < j/ < k¥ < 5. Odwrotnie, takiemu ciagowi (i, j/, k) 0dpow1ada doktadnie jeden
ciag (1,4 +2, j/+3, k' +4) spelniajacy warunki (0.7) (taka, wzajemnie-jednoznaczna, odpowiednio$é
nazywa si¢ bijekcja). Wypisujemy ciagi (i, j/, ¥') i, odpowiadajace im, ciagi (1, i, j, k):

(1,2,3) +— (1,3,57) , .

(1,2,4) «— (1,3, 5,8)

(1,2,5) +— (1,3,5,9) 8 >

(1,3,4) «— (1,3,6,8)

(1,3,5) «— (1,3,6,9) 9 4

(1,4,5) +— (1,3,7,9)

(2,3,4) +— (1,4,6,8)

(2,3,5) «— (1,4,6,9) 10 3

(2,4,5) +— (1,4,7,9)

(3,4,5) «— (1,5,7,9) 1 2 Rys. 0.C3

Poniewaz ciagéw (i, j', k) Spelnlajqcych warunki 1 < ¢ < j/ < k' <5 jest dokladnie tyle samo,

co 3-elementowych podzbioréw {i’, 7', k'} zbioru [5]:= {1, 2, 3, 4, 5}, a takich podzbioréw jest 10,

wiec ciagéw (1, 4, j, k) speliajacych warunki (0.7) jest réwniez 10.

Mozemy teraz powtorzy¢ powyzsze rozumowanie dla wierzchotka As jako wierzchotka wiodgcego.
Najlatwiej to zrobi¢, dodajac 1 do kazdego wyrazu dziesieciu wypisanych ciagéw (1, i, j, k). Do-
staniemy w ten sposéb dziesie¢ kodéw czworokatéw przekatniowych z wierzchotkiem wiodgcym As.
Nastepnie, dodajac podobnie 2, dostaniemy kody czworokatéw przekatniowych o wiodacym wierz-
chotku Az (tu nalezy pamietaé, ze wyrazy zapisujemy modulo 10, tzn., piszemy 1 zamiast 11,
itp.). Postepujac tak dalej, dostaniemy tablice sktadajaca sie ze stu ciagéw kodujacych wszystkie
czworokaty przekatniowe. W tablicy tej, jak to zauwazyliSmy wyzej, kazdy czworokat odnajdujemy
doktadnie cztery razy. To daje odpowiedz: Istnieje doktadnie 25 czworokatow przekatniowych.

Uwaga 1. Czytelnik powinien, po ewentualnym zapoznaniu si¢ z materiatem ustepu 1.4.2, uogol-
ni¢ pokazane rozumowanie dla dowodu takiego faktu:

Fakt. Dany jest n-kat wypukly W i liczba naturalna k > 4. Woéwczas istnieje dokladnie

n n—k—1
k k—1

Uwaga 2. Cgzytelnik moze tez zapoznaé sie z 7Z1.13 i poréwnaé otrzymang teraz odpowiedz
z odpowiedzig tam pokazana.

k-katow przekatniowych wielokata W .

Z0.C4 Oto pytanie ogélniejsze: Na ile czedci dzieli koto rodzina wszystkich cigciw o koncach
w danych n punktach lezacych na okregu tego kota, jezeli zadne trzy z tych cieciw nie przecinaja sie
w jednym punkcie wewnetrznym?

Popatrzmy najpierw na przypadek szczegélny. Na rysunku obok mamy n =6 i mozemy doliczy¢
sie 31 obszaréw. Podobna préba dla n = 10 jest trudna do przeprowadzenia. Lepiej wiec przeprowa-
dzi¢ rozumowanie typu indukcyjnego: Zauwazmy, ze jezeli mamy juz pewng liczbe cieciw, to kolejna
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cieciwa (taka jak AD na rysunku) przechodzi przez k + 1 juz istniejacych obszaréw, dzielac kazdy
z nich na dwie czeéci. Tu k£ > 0 oznacza liczbe przecig¢ nowej cieciwy z juz istniejacymi. Podkreslmy,
ze to jest prawda réwniez dla k = 0 (zobacz na przyklad cieciwe BC). W ten sposéb dowodzimy, ze
liczba O, obszaréw, na jakie dzielg nasze cieciwy nasze kolo jest
rowna 1+ c,+pn, gdzie przez ¢, oznaczamy liczbe wszystkich cieciw
(albowiem tyle wlasnie jest skladnikéw réwnych 1, gdy dodajemy
liczby k 4+ 1 dla wszystkich cieciw), a przez p, oznaczamy liczbe
wszystkich wewnetrznych punktow przeciecia cieciw.

Wyznaczenie liczby ¢, jest latwe: Z kazdego (z danych n) punktu
wychodzi n — 1 cigciw. Wigc liczba wszystkich ,wyjsé¢” jest rowna
n(n—1). Stad widzimy, ze ¢, = sn(n—1) (bo kazda cieciwa ma dwa
konce i kazdy koniec jest ,wyjéciem”). Trudniej wyznaczy¢ liczbe
Pn. Aby to zrobié¢ zauwazmy, ze kazde cztery z zadanych punktéw Rys. 0.C4
wyznaczajg czworokat wypukly, a punkt przeciecia jego przekatnych

jednym z p, punktéw, o ktére nam chodzi (na przyklad punkt X z rysunku jest punktem przeciecia
przekatnych czworokata BCEF). Wystarczy wiec wyznaczy¢ liczbe czwérek punktéw (z zadanych
n punktéw). Rozumujemy tak: Oznaczmy nasze punkty A, As,..., A,. Ciag (4, Ai,, Ais, 4i,)
o czterech ré6znych wyrazach mozna wybra¢ na n(n — 1)(n — 2)(n — 3) sposobéw (A4;, mozna
wybraé na n sposobéw, A;, na n —1 sposobéw, A;, na n — 2 sposoby, i A;, na n — 3 sposoby).
Kazdy czterowyrazowy ciag o wyrazach réznych mozna uporzadkowaé na 4-3-2-1 sposobéw (mamy
4 punkty do wyboru na ,lidera”, 3 punkty do wyboru na drugie miejsce, 2 punkty do wyboru na
trzecie miejsce i 1 punkt do wyboru na miejsce czwarte). Wobec tego p, = 5;n(n—1)(n—2)(n —3).

Uwaga. Uzyskalidmy i zapisaliémy odpowiedZ w jezyku gimnazjalisty. W ustepie 1.4.2 zapisali-
by$my odpowiedZ w postaci O, =1+ (g) + (Z)

Z0.C5 Utozsamiamy odcinki z przedzialami [a; b] = {z € R: a <z < b}. Mamy wiec przedzial
[0; 2] 1 cztery przedzialiki [ai; bi], [ag; b2], [as; b3 ], [a4; ba] pokrywajace przedzial [0; 2]. B.s.o.
mozemy zakladaé, ze sa one podprzedzialami przedzialu [0; 2], czyli ze 0 < a; < b; < 2 dla wszyst-
kich 4. Zakladamy tez, ze dlugosci by — ay, bo — az, bs —as i by — aq tych przedzialéw sa mniejsze
niz 1 (w przypadku przeciwnym wybieramy jeden z nich, dlugoéci > 1, odrzucamy trzy pozostale
i mamy to co chcemy!).

Poniewaz liczba 0 jest pokryta, wiec co najmniej jedna liczba ai, as, a3, ag jest= 0. Niech
(b.s.o.) a3 = 0. Réwniez liczba 2 jest pokryta, wiec co najmniej jedna liczba bg, bs, by jest = 2.
Niech (b.s.0.) be = 2. Wtedy przedzialy [ai; b1] i [ag; ba] sa roztaczne. Jezeli suma ich dlugosci
jest > 1, to odrzucajac pozostale dwa, mamy to co chcemy. Pozostal nam do rozwazenia przypadek,
gdy przedzial [b1; az] ma dlugo$é wigksza niz 1. Wybierzmy takie

g b
0 by " a, 2

liczby a i b, ze by < a <b < ag oraz b—a = 1. Wowczas liczba a jest pokryta przez co najmniej
jeden z przedzialéw [as; bs], [a4; ba]. B.s.o., zalézmy, ze a € [asz; b3]. Nie moze by¢ b € [as; b3 ]
(bo wtedy byloby b3 —as > b—a =1, wbrew zalozeniu). Wiec b € [ay4; by]|. Roéwniez a ¢ [ay; by].
Stad wynika, ze punkty przedzialu [bi; a] sa pokryte przez przedzial [as; bs], a punkty przedzialu
[b; aa] pokryte sa przez przedzial [a4; by]. Ponadto, przedzialy [ai; b1] 1 [a4; bs] sa rozlaczne
i przedzialy [as; bg] i [ag; ba] réwniez sa roztaczne. Zadanie bedzie rozwiazane, gdy sprawdzimy,
ze suma dtugoéci dwoch pierwszych lub suma dtugoéci dwoch drugich jest > 1. Mamy wiec udowodnié
zachodzenie co najmniej jednej z nieréwnosci by —ay + by —aq = 1, bg —ag 4+ by —ag > 1. To jest
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jasne, bo w przeciwnym przypadku mielibyémy b, — a1 +bs —aq <1 i b3 —az+ by —as < 1, co, po
dodaniu, datoby (b1 —a1) + (ba — a2) + (bs — az) + (bs — a4) < 2, a taka nieréwnos¢ oznaczalaby, ze
suma dlugosci odcinkéow pokrywajacych przedzial dlugosci 2 jest mniejsza niz 2. Co jest absurdem.

To zadanie jest poziomu gimnazjalnego. Mozna je podnies¢ do poziomu olimpijskiego:

Zadanie. Pewna rodzina podprzedzialéw przedziatu [a; b] pokrywa ten przedzial. Udowodnié,
ze mozna z niej wybra¢ takg podrodzine, ze wchodzace w jej sktad przedzialy sg parami roztaczne,
a suma ich dlugosci jest > %(b —a).

Rozwiazanie. Najpierw udowodnimy lemat:

Lemat. Jezeli pewna skonczona rodzina podprzedzialéw pokrywa przedzial [a; b], to mozna
z niej wybra¢ taka podrodzine, ktora réwniez pokrywa przedzial [a; b] 1 przy tym taka, ze kazdy
punkt przedzialu [a; b] nalezy do co najwyzej dwéch przedzialéw tej podrodziny.

Dowéd. Zalézmy, ze Z jest rodzina pokrywajaca podprzedzialéw przedzialu [a; b]. Wy-
bierzmy taka podrodzine #' = {Iy, I1,..., I,} C %, ktéra jest rodzina pokrywajacaima najmnie]
elementéw!®. Twierdzimy, ze rodzina %' ma pozadana wlasnoéé (tzn., ze kazda liczba o € [a; b]
jest pokryta przez co najwyzej dwa przedzialy podrodziny #’'). Zalézmy, nie wprost, ze pewna
liczba « jest pokryta przez trzy przedzialy podrodziny %', na przyklad (b.s.0.), przez I} = [a1; b1 ],
Iy = [ag; ba| 1 I3 = [as; bg]. To znaczy « € I} N Ia N I3. Jednoczesnie, po wyrzuceniu przedziatu
I, z rodziny %' dostajemy rodzine mniej liczng, wiec nie bedaca rodzing pokrywajaca. To znaczy,
ze istnieje u € I, ale u ¢ Iy U I3. Podobnie, istnieje v € Iy, ale v ¢ I} U I3, oraz w € I3, ale
w ¢ I Ul B.s.o. mozemy uwazaé, ze u < v < w. W takiej sytuacji tatwo zobaczy¢ sprzecznosé.
Rzeczywiscie, jezeli a < v, to, poniewaz « € I3 1 w € I3, czyli a3 < a <v < w < b3, wiec v € I3,
co wykluczyliSmy. Jezeli zas v < «, to, poniewaz v € I1 i a € I, czyli a1 <u <v < a< b, wiec
v € I1, co réwniez wykluczylismy. Q.e.d.

Majac ten lemat, widzimy, ze pewna podrodzina %’ pokrywajaca przedzial [a; b] wyglada tak:

al bl as b3 « o .

To znaczy, ze przedzialy pokrywajace [a;; b;] mozna tak ponumerowad, ze
a=a1<a<b<azg<by<ag<bg<....
Jasne, ze wéwczas przedzialy ,nieparzyste” [aq; b1], [as; bs],... sa parami rozlaczne i przedzialy

sparzyste” [ag; ba], [aq; bs],... réwniez sa parami rozlaczne. Latwo, podobnie jak przed chwila,
uzasadnié, ze zachodzi co najmniej jedna z nieréwnosci

Yot (boj1 —agi1) = 5(b—a), Yo (byj —az) = 5(b—a).

70.C6 Wykorzystamy to miejsce do powiedzenia kilku stéw o waznych i majacych liczne zastoso-
wania twierdzeniach Helly’ego o zbiorach wypuklych. Tematyka ta nalezy do geometrii kombina-
torycznej i (na razie) nie znalazla miejsca w skrypcie zielonym.

Lemat. (Lemat Helly’ego) Dane sa takie cztery wypukle podzbiory plaszczyzny, ze kazde
trzy z nich maja punkt wspélny. Wéwczas wszystkie cztery maja punkt wspdlny.

Dowo6d. Niech Cq, Co, C3, C4 beda takimi wypuklymi podzbiorami plaszczyzny, ze niepuste sg
cztery przekroje: C1 NCoNC3, C1NCoNCyy, CrNC3NCy 1 CoNC3NCy. Niech

Ay €CiNCyNCs, A3€CinNConNCy, As€CiNC3NCy, A1 €CoNC3NCy

13Istnienie rodziny minimalnej %’ wynika z Zasady Minimum: zbiér tych liczb naturalnych, ktére sg liczbami
elementéw podrodzin (rodziny %) pokrywajacych przedzial [a; b], jest niepusty (bo cala rodzina Z jest
pokrywajaca i ma skonczenie wiele elementéw.
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beda (dowolnie wybranymi) punktami z odpowiednich niepustych(!) zbioréw. Jezeli ktére§ dwa
z punktéw A; sie pokrywaja, na przyktad, jezeli A1 = A3, to A1 € C1 NCaNC3NCy, wiec Ay
jest punktem wspélnym wszystkich czterech zbioréw C;. Zaldézmy wiec, ze zbidr {A;, Ag, As, As}
ma cztery elementy i rozwazmy otoczke wypukta tego zbioru. Wiemy z rozwigzania Z0.C2, ze jest ona
(1) czworokatem, (2) tréjkatem, (3) ,,dwukatem” (czyli odcinkiem), zob. rys. 0.C6a.

Al A3 Al
4,
Vo X A
A4 A4 y
3
° A4
A2 A3

Przypadek (1). Niech X bedzie punktem przecigcia przekatnych czworokata wypuklego
conv({Ay, Ag, A3, Ay}). Wéwezas (przy oznaczeniach z rysunku) X € CoNCs (bo Ay € CoNCs
i Ay € CoNCs, wiec caly odcinek Ay Ay jest zawarty w zbiorze wypuklym CoNCs) oraz X € C1NCy
(z analogicznych powodéw). Zatem X € C; NCe NC3NCy. Przypadek (2). Przy oznaczeniach
z rysunku, X € C3NCy, wiec XAz C Cyq, skad Ay € C; NCaNC3NCy. Przypadek (3). Kazdy punkt
odcinka A;As nalezy, co Czytelnik z tatwoscia uzasadni, do wszystkich czterech zbioréw C;. Q.e.d.

Twierdzenie. (Twierdzenie Helly’ego) Jezeli kazde trzy z zadanych n > 4 wypuklych
podzbioréw plaszczyzny maja punkt wspdlny, to i wszystkie maja punkt wspolny.

Dowd6d. Prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Baze indukeji (przypadek n = 4) stanowi
lemat Helly’ego. Musimy wiec wykonaé¢ krok indukeyjny: Zalézmy, ze Ci,..., Cht1 sa takimi pod-
zbiorami wypuklymi, ze kazde trzy maja punkt wspdlny. Rozwazmy n zbioréw wypuklych(!)

D1:=CiNCy, Dy :=Cs, ..., Dy :=Cpy1.

Kazdy przekroj D; N D; N Dy, jest niepusty. Rzeczywiscie, jezeli i, j, k > 1, to D; N D; N Dy, =
Ci+1NCjt1NCryq 1zbidr ten jest niepusty z zalozenia. Gdy zas i = 1, to zachodzi oczywista réwnosé
zbioréw D; N Dj N Dy, = C1 NC2NCjp1 NCryi. Wiee D; NDj N Dy, # @ na mocy lematu Helly’ego.
Poniewaz przekrédj C;NCaN---NCphyq jest réwny przekrojowi DiN---ND,, aten, na mocy zalozenia
indukcyjnego, jest niepusty, wieci C1NCoN---NCry1 # F. Q.e.d.

Pélplaszczyzna I jest podzbiorem punktéw plaszezyzny X lezacych po jednej stronie danej (do-
wolnej) prostej zwanej krawedzia pétplaszczyzny. Jezeli zaliczamy punkty krawedzi do pélplasz-
czyzny, to mowimy o polplaszczyznie domknietej, jezeli nie, to o poélplaszczyznie otwartej.
W naszym zadaniu méwimy o poélptaszczyznach domknietych. Dla danej pélptaszczyzny II C X
przez II¢ oznaczamy pélplaszczyzne dopelniajaca (jezeli IT jest domknieta, to I1¢ jest otwarta,
i odwrotnie). Pélplaszczyzny (zaréwno domknigte jak i otwarte) sa wypuklymi podzbiorami ptasz-
czyzny. To jest aksjomat geometrii elementarne;j.

Zwigzek miedzy pokrywaniem plaszczyzny poédiplaszczyznami a twierdzeniem Helly’ego wynika
z nastepujacej zasady:

Zasada Dualno$ci. Poélplaszczyzny I14,..., II,, pokrywaja plaszczyzne wtedy i tylko wtedy,
gdy pélplaszczyzny dopeiniajace IIf, ..., II;;, nie maja punktu wspélnego.

Uzasadnienie. Dany punkt jest punktem wspélnym péiptaszczyzn dopetniajacych II7 wtedy
i tylko wtedy, gdy nie nalezy do zadnej péiptaszczyzny I1;, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest
pokryty przez poélplaszczyzny II;. [Poréwnaj tzw. prawa de Morgana w C1.3.] Q.e.d.
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Rozwiazanie zadania jest teraz trywialne: Gdyby zadne trzy (z zadanych 2017) pélplaszczyzny
nie pokrywaly plaszczyzny, to kazde trzy pélptaszczyzny dopelniajace mialtyby punkt wspoélny. Wiec
(na mocy wypuktosci péiplaszezyzn dopelniajacych i twierdzenia Helly’ego) wszystkie 2017 péiplasz-
czyzny dopeliajace mialyby punkt wspdlny, czyli dane w zadaniu pélptaszczyzny nie pokrywalyby
plaszczyzny. Sprzecznosé.

Uwaga 1. Zastosujemy twierdzenie Helly’ego w dowodzie twierdzenia o plamie na obrusie:

Twierdzenie. (Twierdzenie Junga) Dany jest skoriczony podzbior X C X plaszczyzny

o $rednicy™ réwnej d. Wéwczas' istnieje taki punkt A, ze X C D(A, %)

Dowd6d. Oznaczmy o = d/v/3. Rozwazmy kota D; := D(A;, o), gdzie A; sa wszystkimi punk-
tami zbioru X. Jezeli wykazemy, ze kazde trzy z két D; maja punkt wspdlny, to, wobec twierdzenia
Helly’ego i wypuklosci két, znajdziemy punkt A wspdélny dla wszystkich tych két. Czyli, znajdziemy
punkt A odlegly od wszystkich punktéw A; o niewiecej niz p. Czyli X C D(A, ¢). Dowdd zostal
sprowadzony do dowodu ponizszego lematu z geometrii elementarne;j:

Lemat. Jezeli wszystkie trzy boki tréjkata ANABC maja dlugosci niewieksze niz d, to istnieje
punkt X, ktoérego odleglosci | X A|, |XB|, |XC| od wierzcholkéw tréjkata sa niewieksze niz o = %.

Dowdéd. Gdy AABC jest rozwartokatny lub prostokatny, to wystarczy za X przyjaé¢ srodek
najdtuzszego boku. Sprawdzcie. Gdy zas AABC jest ostrokatny, to wystarczy za X przyjac srodek
O okregu opisanego. Rzeczywiscie, poniewaz co najmniej jeden kat trojkata, na przyktad «, spelnia
nierownosci 60° < a < 90°, wiec, na mocy twierdzenia sinuséw,

— a < a — i < i
2sina  2sin60° /3 /3
gdzie, jak zwykle, przez R oznaczamy promien okregu opisanego na tréjkacie. Q.e.d. i Q.e.d.

Proponujemy dwa ¢wiczenia na zastosowanie twierdzenia Helly’ego:

Cwiczenie. Dany jest szesciokat foremny o boku dlugoéci 1. Robakiem nazwiemy lamana
dhigosci 3 taka jak na rysunku 0.C6b6. Udowodnié, ze jezeli robaki Ry, Ra,..., Roo17 pokrywaja
brzeg szesciokata, to pewne trzy z nich tez to ,robia”.

Cwiczenie. Dany jest wielokat W (niekoniecznie wypukly). Méwimy, ze punkt X € W widaé
z punktu A € W, gdy caly odcinek AX jest zawarty w W. Zalézmy, ze dla dowolnych punktéw
X, Y, Z € W istnieje punkt A € W, z ktérego widaé wszystkie trzy punkty X, Y, Z. Udowodnié,
ze istnieje punkt, z ktérego wida¢ wszystkie punkty zbioru W.

Uwaga 2. Lemat i twierdzenie Helly’ego maja wersje jednowymiarowe:

Lemat. (Lemat Helly’ego, wersja jednowymiarowa), Dane sa takie trzy przedzialy (tzn.,
odcinki lezace na pewnej prostej), ze kazde dwa z nich maja niepusty przekréj. Woéwczas wszystkie
trzy maja niepusty przekréj.

Dowéd. Zalézmy, ze c3 € [al; bl] N [ag; bg], Cco € [al; bl] N [CL3; 63] ic € [CLQ; bg] N [a3; bg].
Zalézmy (b.s.0.), ze ¢ < ¢ < c3. Wbwezas, z latwoscia sprawdzamy, ze co nalezy do wszystkich
trzech przedziatéw. Q.e.d

Twierdzenie. (Twierdzenie Helly’ego, wersja jednowymiarowa) Jezeli kazde dwa z da-
nych n > 3 przedzialéw maja punkt wspdlny, to wszystkie te przedzialy maja punkt wspélny.
Dowdéd przebiega wedlug tego samego wzoru co wyzej.

Uwaga 3. Twierdzenie Helly’ego ma tez wersje przestrzenna:

Twierdzenie. (Twierdzenie Helly’ego, wersja tréjwymiarowa) Jesli kazde cztery z da-
nych n > 5 wypuklych podzbioréw przestrzeni maja punkt wspolny, to wszystkie te podzbiory maja
punkt wspélny.

14§rednicg podzbioru X C ¥ nazywamy dlugoéé najdiuzszego odcinka o koncach w punktach zbioru X.
Oznaczamy ja diam(X).
15Przez D(O, r) oznaczamy kolto o érodku O i promieniu r. Czyli D(O, r) :={A € X : |OA| < r}.
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Dowo6d przebiega wedlug tego samego wzoru co wyzej. Czytelnik zechce najpierw sformutowaé
i udowodnié¢ przestrzenna wersje lematu Helly’ego. (Nalezy zauwazy¢, ze otoczka wypukta zbioru
5-elementowego jest w zasadzie wieloScianem.) Wykonanie kroku indukcyjnego jest tak samo proste
jak w przypadku ptaskim. Q.e.d.

Cwiczenie. Plaszezyzna przechodzaca przez érodek sfery dzieli te sfere na trzy podzbiory:
punktow lezacych z jednej strony ptaszczyzny, punktéw lezacych z drugiej strony i réwnik. Sume
jednego z tych zbioréw i réwnika nazywamy poltsfera. Udowodnié, ze z dowolnej 2017-elementowe;j
rodziny polsfer pokrywajacych dang sfere mozna wybraé 4 péisfery pokrywajace te sfere.

Cwiczenie. Dany jest 2017-elementowy podzbiér przestrzeni (tréjwymiarowej). Zalézmy, ze
najwieksza odleglto$¢ miedzy dwoma z tych punktow wynosi 1. Udowodnié, ze istnieje kula o promie-

niu réwnym —V833, w ktorej zawiera sie caly dany zbidr.

Z0.C7 Na rysunku 0.C7a widzimy, podany przez Z. Moronia, rozktad prostokata o wymiarach
33 x 32 na 9 réznych kwadratow. Mozna wykazaé, ze nie istniejg rozklady prostokatéw na mniejsza
liczbe réznych kwadratéw. Dowdd przebiega mniej wiecej tak:

Zalézmy, ze istnieja rozklady prostokatéw na mniejsza niz 9 liczbe (réznych!) kwadratéw. Mozemy
woéwezas (zob. Zasada Minimum) rozwazy¢ rozklad z minimalna liczba kwadratow.

10 9 ‘m - C
14
4l 7| 8 a b -
Rys. 0.C7a Rys. 0.C7b
d EH . a | ] e
18 5 I
a , a .

W takim rozkladzie zaden kwadrat nie moze zawiera¢ dwéch sasiednich wierzchotkdéw prostokata
(po odrzuceniu takiego kwadratu dostaliby$my prostokat dopuszczajacy rozktad na mniejsza o 1 liczbe
kwadratéw). Widzimy wiec, ze kazdy rozklad minimalny zawiera cztery narozne kwadraty (do kazdego
z nich nalezy jeden wierzcholek prostokata). Na rysunku 0.C7b oznaczamy przez a, b, ¢, d dlugosci
bokéw tych kwadratow naroznych. Latwo widzieé, ze te cztery kwadraty nie moga stanowié¢ rozktadu.
Bytoby wtedy a4+b=c+dia+d=0b+c, skad b=d i a = ¢, co jest niemozliwe.

To oznacza, ze oprocz czterech kwadratow naroznych musi by¢ jeszcze co najmniej jeden kwadrat
brzegowy (nie narozny, ale majacy bok lezacy na boku rozkladanego). Jezeli jest tylko jeden taki
kwadrat brzegowy, to w srodku prostokata znajdziemy wielokat L-ksztaltny (zobacz lewa gérna czesé
rysunku 0.C7b). Czytelnik zechce udowodnié, ze takiego wielokata nie da sie zlozy¢ z trzech réznych
kwadratéw. Podobnie mozna uzasadnié, ze jezeli sa dwa kwadraty brzegowe przy tym samym boku lub
przy przeciwlegltych bokach prostokata, to pozostalego (w érodku) wielokata nie da sie ztozy¢ z dwéch
réznych kwadratéw (zob. rys. 0.C7b — lewy dolny i prawy gérny). Przypadek, gdy dwa kwadraty
brzegowe znajduja sie przy sasiednich bokach prostokata, jest (zob. przyklad Z. Moronia) mozliwy.

Cwiczenie. Zlozyé prostokat z kwadratéw o bokach dlugosci 2,5,7,9, 16, 25, 28, 33, 36.
Uwaga. Wiecej o takich rozktadach mozna przeczyta¢ w Okruchach Matematyki J. Gérnickiego.
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7.0.C8 Wzoru Picka dowodzimy przez indukcje wzgledem stopnia ,skomplikowania” wielokata.

(1) Zaczynamy od prostokatéow kratowych o bokach réwnolegtych do osi ukladu wspétrzednych:
Niech A = (u, v), B= (u+k,v), C=(u+k,v+1) i D= (u, v+1) beda wierzchotkami prostokata
kratowego, zob. rysunek 0.C8a. Latwo sprawdzié¢, ze wowczas b = 2k+2l, a w= (k—1)(l—1). Stad
w ~+ %b — 1=kl =Sapcp, co dowodzi wzoru Picka w tym przypadku.

4

Rys. 0.C8a Rys. 0.C8b

D C

(2) Przechodzimy do prostokatnych tréjkatéow kratowych o przyprostokatnych réwnoleglych do osi
uktadu wspotrzednych. Kazdy taki trojkat jest ,,potowa” odpowiedniego prostokata. Na przyprosto-
katnych tego trojkata znajdujemy k + 1+ 1 punktéw kratowych. Oznaczmy przez e liczbe punktow
kratowych lezacych na przeciwprostokatnej (bez koncéw A, C, bo te leza na przyprostokatnych).
Wige w tym przypadku, b=k+1+1+4e. Zas 2w+e= (k—1)(I —1) (bo wewnetrznych punktéw
kratowych w tréjkatach AADC i AABC jest tyle samo). Zatem:

w—i—%b—l: %[(k—l)(l—1)—e]+%(k+l+1—|—€)—1:%k‘l:SAADC:SAABc.

(3) Czytelnik samodzielnie(!?) uzasadni wzor Picka dla dowolnego tréjkata. Zauwazy przy tym,
ze, jakkolwiek kazdy tréjkat kratowy mozna ,otoczy¢” prostokatem kratowym (i obliczaé jego pole
jako réznice pola prostokata i p6l prostokatnych tréjkatéw ,otaczajacych”), to nie zawsze to wyglada
tak jak na zalaczonym rysunku (a co, gdy bok tréjkata jest przekatna ,otaczajacego” prostokata?).

(4) Wzéru Picka dla dowolnego wielokata kratowego dowodzimy przez indukcje ,rozcinajac” dany
wielokat kratowy W na dwa wielokaty W) i W, za pomocay przekatnej (takiej jak EF na ry-
sunku). Oznaczmy przez w; liczbe wewnetrznych punktéw kratowych w wielokacie W; (dla i =1, 2),
a przez wy liczbe wewnetrznych punktéw kratowych lezacych na przekatnej EF. Woéwezas liczba w
wewnetrznych punktéw kratowych w wielokacie W jest réwna wq + wg + we. Niech b, bedzie liczba
punktéw kratowych na czedci brzegu wielokata W; bez odcinka EF. Wtedy b(W;) = b, + wo + 2
dla i =1, 2. Réwnoéci S(W;) = w; + 3b(W;) — 1 dla i = 1, 2, sa prawdziwe na mocy(!) zalozenia
indukcyjnego. Liczymy wiec pole S(W) jako sume pél S(Wy) + S(Wh):

SOW) = w1 + §(b) +wo +2) — 1+ wa + 5(by +wo +2) — 1 = wy + wo + wz + 5(b] + by +2) — 1.

To dowodzi wzoru Picka dla wielokata W bo, oczywiscie, b(W) = b} + bl, + 2.

Mamy nadzieje, ze Czytelnik zauwazyl luke w przedstawionym rozumowaniu: Stabym punktem
tegoz jest brak uzasadnienia istnienia przekatnej dzielacej wielokat kratowy na dwa wielokaty
(w dodatku kratowe!). Istnienie takiej przekatnej jest oczywiste, gdy wielokat W jest wypukly
(wtedy kazda przekatna jest dobra, bo kazda zawiera sie w W). W przypadku, gdy W nie jest
wypukly, mozemy rozumowac tak: Najpierw przywolujemy nasza dobra (i/bo pozyteczna) znajoma,
otoczke wypukta, zob. rys. 0.C8b. Wiemy, ze ta otoczka jest wielokatem wypuktym, ktérego
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wierzchotkami sa (niektére!) wierzchotki naszego wielokata V. Dzigki temu znajdujemy kat <<BAC
o mierze < 180° (wypukly, zob. PLA A5). Wéwczas, albo BC jest zawarty w W (i wtedy jest
dobrym kandydatem na szukana przekatna dzielaca W na dwa wielokaty kratowe), albo wewnatrz
trojkata AABC leza jakie$ wierzchotki wielokata W. Niech D bedzie jednym takim, ze wewnatrz
tréjkata ABDA nie ma zadnych wierzcholkéw wielokata V. Wtedy przekatna BD jest dobra.

Dobrze jest rozwiazaé¢ ¢wiczenie (z elementarnej teorii liczb):
Cwiczenie. ABCD jest prostokatem kratowym o bokach réwnoleglych do osi uktadu wspot-
rzednych. Dowiesé, ze we wnetrzu przekatnej AC lezy NWD (|AB|, |BC|) — 1 punktéw kratowych.

7Z0.D1 Udowodnimy lemacik:

Lemat: Jezeli mamy stos monet 1-sekowych, 2-sekowych i 5-sekowych, przy czym sumarycznie
mamy 10n sekéw, to mozna te monety tak rozmiesci¢ w n miseczkach, ze zawartos¢ kazdej miseczki
ma wartos¢ 10 sekéw.

Dowéd. Kazde dwie monety 5-sekowe wrzucamy do pustej miseczki, kazde pig¢ monet 2-sekowych
wrzucamy do pustej miseczki i kazde dziesie¢ monet 1-sekowych wrzucamy do pustej miseczki. Za-
pelnimy w ten sposéb n’ miseczek. Pozostanie nam a monet 5-sekowych, b monet 2-sekowych i ¢
monet 1-sekowych, przy czym 0 <a<1,0<b<4 1 0<c<9. Mamy bilans i szacowanie:

10n =10n" +5a+2b+c <100 +5+8+9 = 10n' + 22.

Stad wynika, ze 5a+2b+c jest liczba podzielng przez 10 i mniejszag niz 23. Czyli ba+2b+c =10
lub 5a + 2b4+ ¢ = 10 lub 5a + 2b 4+ ¢ = 20. Dwa pierwsze przypadki sa trywialne. Gdy za$
5a + 2b + ¢ = 20, to musi by¢ a =1 (gdyby bylo a = 0, to byloby 20 = 2b+ ¢ < 8+9). Wtedy
2b + ¢ = 15, skad widaé, ze ¢ jest nieparzyste (w szczegélnosci # 0) i wladciwe rozdzielenie tych a
monet 5-sekowych, b monet 2-sekowych i ¢ monet 1-sekowych do dwdch miseczek jest latwe. Q.e.d.

Mozemy teraz zaczaé¢ rozkladaé pieniadze do sakiewek. Rozdzielmy stos na dwa podstosy: do
pierwszego zaliczmy wszystkie drobniaki 5-, 2- i 1-groszowe, a do drugiego wszystkie pozostale pienia-
dze. Yatwo widzie¢, ze sumaryczna wartosé tych wszystkich pozostatych, wyrazona w groszach, jest
liczba podzielna przez 10. Zatem i sumaryczna warto$é drobniakéow (wyrazona w groszach) jest liczba
podzielna przez 10. Nastepnie, korzystajac z lematu (przy ustaleniu 1sek = 1gr), rozmieszczamy te
drobniaki w pewnej iloéci miseczek, w kazdej doktadnie 10 groszy. Monety z kazdej z tych miseczek
sSklejamy” w jedng ,monete” 10-groszowa. Dzieki temu mamy nowy stos, w ktérym nie wystepuja
drobniaki, a sumaryczna wartosé¢ jest rowna 1000 ztotych. Dzielimy go na dwa podstosy: do pierwszego
zaliczmy wszystkie monety (i ,monety”) 50-, 20- i 10-groszowe, a do drugiego pozostale pieniadze.
Latwo widzieé¢, ze sumaryczna wartos¢ tych wszystkich pozostatych, wyrazona w dziesiatkach groszy,
jest liczba podzielng przez 10. Zatem i sumaryczna warto$¢ monet (i ,monet”) w pierwszym stosie
(wyrazona w dziesiatkach groszy) jest liczba podzielna przez 10. Znowu wiec mozemy skorzystaé
z lematu (przy ustaleniu 1sek = 10gr). Dostaniemy nowy stos, w ktérym najmniejszy walor to 1z1,
a sumaryczna warto$é¢ jest ciagle ta sama, réwna 1000 zl. Jasne, ze jeszcze dwukrotnie stosujac lemat
(najpierw do monet (i ,monet”) 1-, 2- i 5-zlotowych, a potem do banknotéw (a takze ,banknotéow”!)
10-, 20- i 50-zlotowych) znajdziemy stos banknotéw (oraz ,banknotéw”) 100-zlotowych o sumarycz-
nej wartosci 1000 ztotych. Rozmieszczenie tych pieniedzy w 10-ciu sakiewkach 100-ztotowych nie
przedstawia zadnych trudnosci (matematycznych!).

7Z0.D2 Do i-tej (z o$miu) sakiewki wrzucamy monety zachlannie, tzn. byle jak, obok za$ kla-
dziemy monete, ktérej juz nie mozemy tam zmieéci¢. W ten sposéb dostaniemy liczby Ly, ..., Lg oraz
r1,...,rs, gdzie L; +r; > 150 dla i =1,..., 8. Wiec Z§:1 L; +r; > 1200. Wobec tego zostanie
nam mniej niz 1350 — 1200 = 150 ferkloséw, ktére mozemy wrzuci¢ do dziewiatej sakiewki. Wresz-
cie, do dziesiatej sakiewki wrzucamy monety o nominatach 71, r9, r3, 74, a do jedenastej, monety
o nominatach rs, rg, r7, rg. Poniewaz r; < 35 dla kazdego i, wiec to jest mozliwe!

Z0.D3 (IMO’2014) Pokazemy algorytm rozmieszczania tych monet w sakiewkach. W pierwszym
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kroku dokonujemy modyfikacji: Kazde dwie monety o nominale ﬁ (jezeli takie sa w naszym

stosie) sklejamy w jedna ,monete” o nominale %, na przyktad dwie monety o nominale % w jedna

,monete” %—Sekowz%. Ponadto, jezeli w stosie jest 2k + 1 monet o nominale ﬁ, to sklejamy je
w jedng ,monete” 1l-sekowa. Robimy to tak dlugo jak si¢ da, nawet uzywajac ,monet”. Po tej
modyfikacji mamy stos monet i ,monet”. Sumaryczna warto$¢ jest ta sama co na poczatku, czyli <
99, 5 sekéw. Natomiast jest tam co najwyzej jedna moneta (lub ,moneta”) %—sekowa, co najwyzej jedna
moneta (lub ,moneta”) i—sekowa, itd., ogdlnie, co najwyzej jedna moneta (lub ,moneta”) i—sekowa
dla kazdego k. A takze co najwyzej dwie monety (lub ,monety”) %-sekowe, co najwyzej cztery
monety (lub ,monety”) %—sekowe, itd., ogélnie, co najwyzej 2k monet (lub ,monet”) ﬁ—sekowych
dla kazdego k.

Majac to, wktadamy wszystkie monety i ,monety” 1-sekowe do osobnych sakiewek. Powiedzmy,
ze jest ich m. Mamy jeszcze n := 100 —m wolnych sakiewek. Do pierwszej z nich wktadamy monete
(lub ,monete”) %—sekowa (jezeli taka jest, jezeli takiej nie ma to zostawiamy te sakiewke pustal). Do
drugiej wkladamy wszystkie monety (lub ,monety”) %— i %—sekowe (poniewaz 2 - % +1- % < 1, wiec
jest to mozliwe!). Do trzeciej wkladamy wszystkie monety (lub ”monety”) é— i %—sekowe, itd., do

n-tej wkltadamy wszystkie monety (lub ,monety”) 2n1_1— i s=-sekowe. Po tej operacji mamy juz 100

2n
caltkowicie lub czesSciowo zapelnionych sakiewek i pewna liczbe ,,monet” o nomiatach < ﬁ

Trzeci krok algorytmu ma charakter zachlanny (ang. greedy). Polega on na wkladaniu pozostalych
monet do czesciowo zapelnionych sakiewek ,byle jak”, pamietajac jedynie, ze w sakiewce nie moze by¢
wiecej niz 1 sek. Twierdzimy, ze w ten sposéb wszystkie monety (i ,monety”) znajda sie w sakiewkach.
Rzeczywiscie, zatdézmy, ze nie mozemy nigdzie ,upchngé¢” monety o nominale a < ﬁ, czyli ze
w kazdej z n ewentualnie niepelnych sakiewek jest juz wiecej niz 1 — a sekéw. Woéwcezas zachodzg

nieréwnoéci 99,5 > L >m+n(l —a) >m+n (1 - ﬁ =100 — 5,7, skad 507 > 3. Nonsens.

7Z0.D4 Na rysunku pokazujemy, spelniajacy warunki
zadania, sposob rozdania kluczy do szeSciu zamkdéw oso- A
bom A, B, C'i D. Kazda z tych czterech oséb ma klucze
do trzech zamkéw. Yatwo widaé, ze zadne dwie z tych |
0s6b nie mogg otworzy¢ wszystkich zamkow, a kazde trzy B
z nich mogg to zrobi¢. To, oczywiscie, nie jest koniec
rozwigzania zadania! Musimy jeszcze wykazaé, ze zadna

SEJF )

wvm

mniejsza niz szes$¢ liczba zamkéw nie jest wystarcza- C

jaca. Wystarczy w tym celu zauwazyé¢, ze dla kazdej -
z szesciu par AB, AC, AD, BC, BD i C'D ma istnie¢ za- o

mek, ktérego osoby z tej pary nie moga otworzyé. Wiec D ~—

zamkow musi by¢ co najmniej sze§¢. Rys. 0.D4

Uwaga. Po zapoznaniu sie z materiatem ustepu 1.4.2 i rozwigzaniem zadania 72.17, Czytelnik
nie powinien mie¢ zadnych trudnosci z dowodem takiego uogélnienia tezy naszego zadania:

Twierdzenie. Jezeli zbior {2 ma co najmniej (Z) elementéw, to w zbiorze tym mozna wskazac
takich n podzbioréw, ze suma dowolnych k + 1 z tych podzbioréw jest réwna {2, a suma dowolnych
k z nich jest rézna od (2. Ponadto, liczba (Z) jest najmniejsza z mozliwych.

Z0.D5 Rozwazmy tablice
ay as a3 a4 a5 aeg ary
a2 a3 a4 as ag ar as
az a4 a5 ag ay ag ag
as a5 ag ay ag ag aio

Gdyby ciag (a1, asg,..., ajg) spelnial narzucone warunki, to suma liczb w kazdym wierszu tej tablicy
bytaby liczba ujemna, wiec i suma wszystkich liczb tej tablica bylaby liczba ujemna. Jednoczesnie
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za$ suma liczb w dowolnej kolumnie bytaby liczba dodatnia, wiec tez suma wszystkich liczb tej tablicy
bylaby liczba dodatnia. Sprzecznosé.

Uwaga 1. Analogicznie dowodzimy twierdzonka:

Twierdzenie. Niech m,n beda liczbami naturalnymi. Zalézmy, ze w ciagu (ai,..., ar)
dtugosci r o wyrazach rzeczywistych suma dowolnych m jego kolejnych wyrazéw jest > 0, a suma
dowolnych n jego kolejnych wyrazow jest < 0. Wéwczas r < m+n — 2.

Uwaga 2. Ciag (3, 3, =8, 3, 3, 3, =8, 3, 3) ma dlugos¢ 9 i, jak tatwo sprawdzié¢, suma kazdych
jego kolejnych czterech wyrazéw jest rowna +1, a suma kazdych jego kolejnych siedmiu wyrazéw jest
réwna —1. Ten przyklad pokazuje, ze najdtuzszy taki ciag o wyrazach rzeczywistych, ze suma
kazdych jego kolejnych czterech wyrazéw jest > 0, a suma kazdych jego kolejnych siedmiu wyrazéw
jest < 0, ma dlugos$¢ 9. Na IMO (1977) zaproponowano:

Zadanie. W ciggu liczb rzeczywistych suma kazdych kolejnych 7 wyrazéw jest < 0, a suma
kazdych kolejnych 11 wyrazow jest > 0. Wyznaczy¢ maksymalna diugosé takiego ciagu.

Rozwigzanie. Wiemy juz, ze ta dlugosé jest <1147 —2 = 16. Wystarczy wiec pokazaé ciag
dhugosci 16, w ktorym suma kazdych kolejnych 7 wyrazéw jest < 0, a suma kazdych kolejnych 11
wyrazéw jest > 0. Oto przyklad: (5,5, —13,5, 5,5, —13,5, 5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5).

Cwiczenie. Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne m, n. Udowodnié, ze istnieje cigg
(a1, ag,..., ar) o wyrazach rzeczywistych, dtugosci r = m +n — 2 i taki, ze suma kazdych kolejnych
jego m wyrazéw jest < 0, a suma kazdych kolejnych jego n wyrazéw jest > 0.

Uwaga 3. Oto, rozpisany na dwanadcie miesiecy, roczny budzet pewnego panstwa:

(10, 10, =7, =7, =7, 10, 10, —7, =7, —7, 10, 10).

Widzimy zabawna okolicznosé: w ciagu dowolnych kolejnych pieciu miesiecy mamy deficyt w wy-
sokosci 1mld, ale w ciggu catego roku mamy nadwyzke w takiej samej wysokosci.

7Z0.D6 Rozumujemy przez indukcje wzgledem n.

Baza indukcji: n = 4. Niech danymi 4 osobami beda A, B, C'i D. Najpierw (pierwsza
rozmowa) osoby A i B przekazuja sobie wzajemnie posiadane informacje, nastepnie (druga rozmowa)
robia to samo osoby C'i D. Potem (trzecia rozmowa) osoby A i C' przekazuja sobie wzajemnie wszystko
co wiedza o rzeczonych dokumentach (wéwczas osoby A i C' wiedza juz wszystko!). Wreszcie (czwarta
rozmowa) rozmawiaja osoby B i D. Po tych czterech (4 = 2 -4 — 4) rozmowach wszyscy wiedza
wszystko.

Krok indukcyjny: n ~» n+ 1. Rozwazmy teraz n + 1 oséb. Niech Z bedzie jedna z nich,
a A bedzie jedng z n pozostalych oséb. W 1 rozmowie telefonicznej osoba Z przekazuje posiadane
przez siebie informacje osobie A. Nastepnie, w trakcie 2n — 4 rozmdéw miedzy osobami réznymi
od Z wszystkie one, zgodnie z zalozeniem indukcyjnym, moga poznaé treéé¢ wszystkich dokumentéw
(tresci przechowywane pierwotnie przez osobe Z moze im przekazaé osoba A). Wreszcie, wystarczy
wykonaé polaczenie telefoniczne miedzy osoba Z i dowolng z pozostalych oséb, by i osoba Z znala
tre$¢ wszystkich dokumentéw. Poniewaz 1+ (2n—4)+1 = 2(n+1) —4, wiec kohczymy rozumowanie.

Z0.D7 Niech {2 bedzie zbiorem cztonkéw klubu. Podzbiér W C {2 nazwijmy dobrym, gdy zaden
cztonek A € W nie otrzymal kapelusza od innego czlonka B € W. Podzbiory dobre istnieja, na
przyktad wszystkie podzbiory jednoelementowe sa dobre (nikt nie wysylal kapelusza sam do siebie!).
Niech wiec Wy bedzie najliczniejszym podzbiorem dobrym. Pokazemy, ze |[Wy| > 10. Oznaczmy
w tym celu przez Z zbiér tych czlonkéw, ktorzy otrzymali kapelusz od kogos ze zbioru Wy. Jasne,
ze |Z| < Wo| (bo kapelusze si¢ nie rozmnazaja na poczcie!) i ZNWy = @ (bo Wy jest zbiorem
dobrym). Rozwazmy zbiér W, tych czlonkéw klubu, kt6rzy nie nie naleza ani do Wy ani do Z. Niech
A € Wj. Do kogo mégt wystaé swéj kapelusz cztonek A? Gdyby wystat do kogo$ spoza zbioru Wy,
to zbiér Wy U {A} bylby wiekszym niz Wy zbiorem dobrym, co jest niemozliwe. Zatem wystal
swoj kapelusz do kogos z Wy. W szczegdlnosci, nie wystal do nikogo ze zbioru W;. Wiec zbiér W,
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jest zbiorem dobrym. Zatem |[Wi| < [Wp| (bo Wy jest najliczniejszym zbiorem dobrym). Otrzymane
nieréwnosci |Wi| < [Whl 1 |Z] < [Wh| wraz z réwnosciami 30 = [Wo UWy U Z| = [Wy| + [Wh| + | 2]
daja nieréwnosé |Wpy| = 10.

Uwaga 1. Liczby 10 w oszacowaniu [W| > 10 (dla pewnego zbioru dobrego) nie da sie poprawi¢:
jest mozliwe takie wysyltanie kapeluszy, ze nie ma 11l-elementowych zbioréw dobrych. Na przyktad
tak: numerujac dowolnie cztonkéw resztami 0, 1,..., 29 z dzielenia przez 30 i rozkazujac cztonkowi
o numerze k (mod30) wyslaé¢ kapelusz do cztonka o numerze k + 10 (mod 30), tatwo sprawdzamy, ze
nie ma tam 11-elementowych zbioréw dobrych.

Uwaga 2. W pokazanym rozwigzaniu uzywamy najprostszych oznaczen teorii zbioréw. Czytel-
nik moze, jezeli zachodzi taka potrzeba, zajrze¢ do ustepow 1.1.2 i 1.3.1, zob. zwlaszcza UAS. Jeszcze
wazniejsze jest zajrzenie do paragrafu 1.2. Za pomoca opisanego tam pojecia funkcji mozemy sformu-
lowaé teze naszego zadania tak: Jezeli (2 jest zbiorem 30-elementowym, a f : {2 — {2 jest funkcja
bez punktéw stalych, to istnieje 10-elementowy podzbiér W C (2 rozlaczny z obrazem f(W). Do-
brym éwiczeniem dla (zwlaszcza poczatkujacego) Czytelnika jest udowodnienie i porzadne zapisanie
dowodu takiego twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli X jest zbiorem skonczonym, a f : X — X jest funkcja bez punktow
statych, to istnieje taki podzbior A C X, ze |A| = [|X|/3] i f(A)NA=0.

W dowodzie tego twierdzenia wazna role gra nieréwno$é |f(A)| < |A| prawdziwa dla dowolnej
funkcji f : X — Y i dowolnego podzbioru skonczonego A C X. W naszym rozwigzaniu uzasadnia-
liSmy to argumentem ,kapelusze nie rozmnazaja sie na poczcie”.

Uwaga 3. Taka sama sytuacje matematyczng rozpozna¢ mozna w ponizszym ¢wiczeniu:
Cwiczenie. Kazdy z 460 postéw zniestawil innego posta. Udowodnié, ze mozna utworzy¢ taka
154-osobowa komisje sejmowa, w ktorej nikt nikogo nie zniestawit.

70.D8 Wybierzmy z pierwszej kartki dowolng cyfre. Zalézmy, ze znajduje si¢ ona w liczbie k.
Otoczmy wybrang cyfre kdtkiem, liczbe k przepiszmy na osobng karteczke, dopiszmy tuz za wybrang
cyfra cyfre 0, tak otrzymana liczbe odnajdZzmy na drugiej kartce i otoczmy tam kétkiem te wiadnie
ndotozong” cyfre 0. W ten sposéb kazdej cyfrze napisanej na pierwszej kartce przyporzadkowujemy
cyfre 0 napisang na kartce drugiej. Musimy uzasadni¢, ze to przyporzadkowanie jest odwracalne,
to znaczy, ze kazda cyfra 0 z drugiej kartki odpowiada doktadnie jednej cyfrze z kartki pierwszej.

Z0.E1 Zadanie tlumaczymy na proste zadanie z kombinatoryki geometryczne;j:

Zadanie. Dana jest taka skonczona rodzina % przedzialéw, ze z kazdych trzech z nich co
najmniej dwa maja punkt wspélny. Udowodnié, ze istnieja takie dwie liczby «, B, ze dla kazdego
przedziatlu I € # zachodzi o« € I lub S € 1.

Rozwiazanie. Niech Z = {[a;; b;]: i=1,2,...,n}. Niech a;y = max{ai, ag,..., a,} oraz
by = min{by, ba,..., by}. Polézmy o = ar i B = b. W jezyku czytelnianym « jest momentem
ostatniego wejécia, a 5 jest momentem pierwszego wyjscia. Sprawdzenie, ze liczby « i [ s dobre,
pozostawiamy Czytelnikowi (naszego skryptu!).

Z0.E2 Aby przekonaé sie, ze rzeczywiscie na obu tablicach
zawsze znajda sie te same liczby, kierownik czytelni zawiesil jeszcze
jedna (srodkowa) tablice. Tablica ta wyglada jak papier w kratke.
Zarzadzil tez, ze, poza dotychczas obowigzujacymi przepisami
(o wpisywaniu liczb na tablicach P i K), pierwszy wchodzacy czy-
telnik ma narysowaé przekatna , lewego dolnego kwadratu, kazdy
kolejny wchodzacy czytelnik ma dorysowac¢ do prawego konca
zastanej tamanej przekatna ,/, a kazdy wychodzacy czytelnik ma
dorysow¢ do prawego konca zastanej lamanej przekatna “\.

Rys. 0.E2
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Zauwazmy, ze wykonanie tej, dodatkowej, czynnoéci jest duzo tatwiejsze — czytelnik nawet nie musi
umieé liczyé! Jasnym byé powinno, ze wieczorem (po wyjsciu ostatniego czytelnika) pan kierownik
zobaczy na Srodkowej tablicy tamanga taka jak na rysunku 0.E1. Konkretnie:

(1) Lamana ,zaczyna” sie (w lewym dolnym rogu) i ,konczy” na tym samym poziomie. To
wynika z faktu, ze jest tyle samo odcinkéw  co odcinkéw \ (kazdy czytelnik rysuje jeden odcinek
/', wchodzac do czytelni, i jeden odcinek \, wychodzac z czytelni).

(2) Znajac te lamana znamy cala histori¢ czytelni tego dnia. Na przyklad na pokazanym rysunku
widzimy, ze w czasie pobytu w czytelni pierwszego czytelnika nie pojawil sie zaden inny czytelnik.

(3) Kazda, przechodzaca przez $rodki bokéw lamanej, prosta rownoleglta do dolnej krawedzi ta-
blicy, przecina tyle samo odcinkéw ,~ co odcinkéow \. Poniewaz taka prosta, ,wchodzac” pod tamana,
musi znowu ,wyj$¢” nad tamana, wiec to jest jasne.

(4) Kazdy czytelnik wchodzacy wpisuje na tablicy P liczbe catkowita bedaca rzedna lewego (dol-
nego) konca odcinka /, ktéry nastepnie rysuje na tablicy srodkowej. A kazdy czytelnik wychodzacy,
po narysowaniu swojego odcinka \, na tablicy K wpisuje rzedna prawego (dolnego) konca tego
odcinka.

Z0.F1 Kazda matematyczka juz w drodze do domu dowodzi nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli w miasteczku jest N zameznych matematyczek, to (przy opisanych wa-
runkach) liczba n < N niewiernych mezéw jest dokladnie réwna numerowi dnia, w ktérym wszyscy
zostang straceni.

Dowo6d. Stosujemy indukcje wzgledem liczby n niewiernych mezow.

Baza indukcji. Zalézmy, ze n =1 i ze tylko maz pani A jest niewierny. Woéwczas pani A, po
przyjsciu do domu, uzmystawia sobie, ze: (1) w miasteczku sa niewierni mezowie (tak moéwila pani
burmistrz), (2) wszyscy mezowie rézni od mojego meza sa wierni (w przeciwnym razie wiedzialabym
to). Nie trzeba byé¢ wybitnie inteligentna zona, by wywnioskowaé¢ z tych dwoch zdan, ze to pan
A jest niewierny. Wystarczy teraz spokojnie czeka¢ do wieczora.... Co w tym samym czasie my$li
pani B (rézna od A)? Mysli, oczywiscie, tak: (1) wiem, ze pan A jest niewierny, (2) gdyby byl on
jedynym niewiernym mezem w caltym miasteczku, moja sasiadka pani A stracitaby go dzi§ wieczorem.
Wystarczy (z obawa(?), moze z nadzieja(?)) czekaé do wieczora.... Widzimy, ze jedyny niewierny
maz zostanie stracony dnia pierwszego.

Krok indukcyjny. Zalézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich takich liczb n, ze 1 < n < m,
i rozwazmy miasteczko, w ktérym jest m niewiernych mezéw. W takim miasteczku mieszkaja dwa
typy zon-matematyczek: (1) te, ktérych maz jest niewierny (takich Zon jest m), (2) te, ktérych maz
jest wierny. Oto rozmyslania zon typu (1): Gdyby méj maz byl wierny, to zony wszystkich znanych
mi m — 1 wiarolomecéw, straca swoich mezéw dnia (m — 1)-szego, musze wiec spokojnie czekaé az do
tego dnia, a potem sie zobaczy. Oto za$ rozmyslania zon typu (2): Znam m niewiernych mezéw. Nie
wiem czy méj maz jest mi wierny czy nie. Wiec nic nie robie. Tymczasem zony typu (1), doczekawszy
wieczora dnia (m — 1)-szego, ida na publiczny plac stracen i nic nie widza. Za to juz wszystko wiedza.
Wracaja do domu i szykuja narzedzia dekapitacyjne. Uzyja ich nastepnego wieczora.

Z0.F2 Wiemy z elementarnej algebry (zob. wzory Viéte’a), lub dowodzimy sami, ze m, n sa
pierwiastkami réownania z2— Az +1 = 0. To znaczy ze znajomo$é zbioru {m, n} jest ré6wnowazna
znajomosci liczb A i I. Dwuglos Ideli i Adeli mogtby wiec brzmieé tak:

(1) Nie umiem wyznaczydé liczby A.

(2) Wiedzialam to.

(3) Zatem ja juz umiem wyznaczyé liczbe A.
(4)

4) A ja juz umiem wyznaczyc liczbe 1.





