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WSTEP

Niniejsza ksiazka to kontynuacja zbioru zadat wydanego w 2010 roku'. Sa to materiaty
z prowadzonego przeze mnie do 2011 roku przy Instytucie Matematyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego Kotka Matematycznego dla gimnazjalistow (a przed reforma wprowadzajaca
gimnazja dla uczniéw starszych klas szkoty podstawowej).

Wiekszos¢ rozdziatéw to materiat przygotowany na kilka godzin lekcyjnych pracy. Na
poczatku kazdego rozdziatu znaleZ¢é mozna tresci zadan (te, ktére wydaty mi si¢ trudniejsze,
zostaly wyrdznione gwiazdka), potem krotkie wskazowki do kazdego zadania (czesto jest
to jedno zdanie, majace zasugerowa¢ pomyst prowadzacy do rozwiazania), a w koncu petne
rozwigzania wszystkich zadan.

Czytelnik moze oczywiscie zadanie rozwiaza¢ innym sposobem. Niejednokrotnie mo-
ze to byc¢ sposob latwiejszy, ciekawszy czy krotszy od opisanego przeze mnie.

Podobnie jak w pierwszej czesci ksiazki, tu réwniez tematyka zaje¢ obejmuje tresci
obecne w podstawie programowej gimnazjum oraz ich rozszerzenia z uwzglednieniem za-
gadnien pojawiajacych sie¢ w réznych konkursach matematycznych (miedzy innymi
w Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistow). W szczegdlnosci zakladam znajomosé
wzordéw skroconego mnozenia, twierdzenia Talesa oraz twierdzenia o kacie srodkowym
1 wpisanym (tych tresci nie zawiera obecna podstawa programowa gimnazjum). W po-
danych rozwigzaniach nie uzywam natomiast (nawet wtedy, gdy bardzo by to skrocito
prace) wprowadzanej w liceum trygonometrii oraz metody rozwigzywania rownan kwa-
dratowych z pomoca wyréznika A.

Numeracja zadan i rozdziatéw w zbiorze jest kontynuacja z poprzedniej ksiazki.

Zycze sukcesow w konkursach matematycznych i dalszego rozwoju swoich zaintere-
sowar.

Michat Niedzwiedz

1Z0ob. [11].






Zestaw 16.  WOKOL LICZBY 2010

1. Zadania

Zadanie 168. ROWNANIE DIOFANTYCZNE
Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich a, b, dla ktérych spetniony jest
warunek
204 + 106 = 2010.

Zadanie 169. NAJMNIE]JSZY DZIELNIK
ZnajdZ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia rézna od 1, ktéra jest dzielnikiem liczby
22010 + 1.

Zadanie 170. OSTATNIA CYFRA
Ustal, jaka jest ostatnia cyfra liczby

11422 43% + ... 4+ 20097 4 20102010,

Zadanie 171. ROWNANIE Z MODULEM
Znajdz wszystkie rozwiazania w liczbach rzeczywistych réwnania

|Ix +2010] + x +2010| = |x —2010].

Zadanie 172. SUMY
Na dtugim pasku papieru wypisano kolejno obok siebie 2010 wybranych liczb natu-
ralnych. Liczby s3 dobrane w taki sposdb, aby iloczyn kazdych siedmiu sasiednich
wynosit 2010. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos¢ sumy tych 2010 liczb? Jaka jest
najwieksza mozliwa wartos¢ tej sumy?

Zadanie 173. LICZBY W KOLKACH?
Kota na planszy utozono w ksztalt trojkata majacego 5 kot na kazdym boku (rysunek
16.1.). W kota wpisano liczby w taki sposéb, ze suma liczb w kazdych trzech stycznych
kotach wynosi 2010. Ile wynosi suma liczb w trzech kotach potozonych w wierzchot-
kach tréjkata? Dla jakich wielkosci boku tréjkata innych niz 5 mozna ta sume podaé?

ZPomyst czgéciowo zaczerpniety z zadania z Moskiewskiej Olimpiady Matematycznej 2010.
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Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

Rysunek 16.1. Zadanie 173.

Zadanie 174. MAKSIMUM?

Jaka najwieksza wartos¢ moze przyjaé wyrazenie

w ktoryma, b i ¢ sa dodatnimi liczbami naturalnymi jednocyfrowymi réznymi miedzy

soba?

Zadanie 175. KOLOROWE ZETONY
Na stole lezy 2010 zetondw - potowa z nich jest koloru biatego, a potowa czarnego.
Wykonujemy serie ruchéw wg nastepujacych zasad:
1. Zdejmujemy ze stotu 50 dowolnych zetonow.

2. Jesli wsrdd zdjetych Zetondw liczba biatych byta parzysta, doktadamy na stét
jeden biaty Zeton.
Jesli zas wsrdd zdjetych zetonéw liczba biatych byta nieparzysta, doktadamy na
stol jeden czarny zeton.

3. Sprawdzamy, czy na stole jest co najmniej 50 zetondw. Jesli tak, przechodzimy do
punktu 11 wykonujemy kolejny ruch. Jesli nie, konczymy zdejmowanie zetonéw.

Ile Zetonéw zostanie na stole po wykonaniu ostatniego ruchu i jakie beda ich kolory?

3Zadanie z Moskiewskiej Olimpiady Matematycznej z roku 2010.
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1. Zadania

Zadanie 176. ROZBUDOWA SZESCIANU

Wyobrazmy sobie szeScian. Mozemy go rozbudowywaé w nastepujacy sposéb:

nad srodkiem dowolnej kwadratowej sciany budujemy nowy szescian (o krawedziach
réwnolegtych do odpowiednich krawedzi wyjsciowego szescianu), umieszczajac go na
rusztowaniy utworzonym przez cztery trapezy rOwnoramienne faczace nasz nowy szes-
cian z krawedziami wybranej kwadratowej sciany (rysunek 16.2.).

Rysunek 16.2. Zadanie 176.

Tak uzyskana figure mozemy ponownie rozbudowac, wybierajac na poczatek jakas
kwadratows Sciane. Rozbudowe mozemy kontynuowac dowolnie dtugo, pamietajac tyl-
ko, ze jesli na nowy szescian nie ma miejsca (przecina si¢ z juz zbudowanymi czesciami
naszej bryty), to nie mozemy go umiesci¢ w wybranym miejscu.
Czy w wyniku pewnej liczby takich operacji mozna uzyskaé:

a) bryle majaca 2010 wierzchotkéw?

b) bryte majaca 2010 krawedzi?

c) bryle majaca 2010 Scian?

13



Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

2. Wskazéwki

Wskazéwka do zadania 168.

Yatwo zauwazy¢, ze b musi by¢ liczba nieparzysta mniejsza od 14. Wystarczy zatem
rozwazy¢ kilka przypadkéw.

Wskazéwka do zadania 169.

Mozna prébowac zastosowac cechy podzielnosci dla matych liczb nieparzystych.

Wskazéwka do zadania 170.

Mozna zauwazy¢, ze ostatnia cyfra potegi liczby naturalnej zalezy tylko od ostatniej
cyfry tej liczby - wystarczy zatem zastapié podstawy wszystkich poteg liczbami jedno-
cyfrowymi.

Wskazowka do zadania 171.
Proponuje rozwazyc trzy przypadki:

1. x>2010;
2. —2010 < x < 2010;
3. x < —2010.

Wskazéwka do zadania 172.

Na poczatek warto roztozy¢ liczbe 2010 na czynniki pierwsze. To utatwi rozwazenie
przypadkéw. Warto réwniez zauwazyc¢ (i uzasadnic), ze kazda liczba must si¢ powtarzac
co 7 pozycji (np. jesli pierwsza napisana na pasku liczbg jest 7, to liczba n bedzie
réwniez na miejscu 6smym, pigtnastym itd.).

Wskazéwka do zadania 173.

Oznaczmy liczby wpisane w trzy gorne kota jako 4, b i c. Wiadomo, ze a+b+c = 2010.
Jaka liczba musi by¢ wpisana w szare koto? Czy mozna w ten sposéb uzupetnié pozo-
stale liczby? Jakie liczby znajda si¢ w naroznych polach tréjkata?

Rysunek 16.3. Zadanie 173.

14



2. Wskazowki

Wskazéwka do zadania 174.

Wystarczy wykorzystaé fakt, ze (dla liczb dodatnich) jesli utamki maja jednakowe
liczniki, to wigkszy jest ten, ktéry ma mniejszy mianownik.

Wskazdwka do zadania 175.

Latwo ustalié, ile Zetondw zostanie na koncu na stole, obliczajac, jak zmienia si¢ ich
liczba po kazdym ruchu. W ustaleniu koloru pomoze rozwazenie parzystosci liczby
zetondw czarnych i biatych .

Wskazéwka do zadania 176.

Sze$cian ma 8 wierzchotkéw, 12 krawedzi i 6 scian. Mozna rozwazy¢, jak zmienia si¢
liczba wierzchotkdw, krawedzi i scian po dotozeniu kolejnego szescianu.

15



Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

3. Rozwijzania

Rozwiazanie zadania 168.

Po podzieleniu obu stron rownania przez 10 otrzymujemy
24° + b* =201.

Liczba 242 jest parzysta, wigc aby uzyska¢ nieparzysta sume 201, liczba b? (czyli réw-
niez b) musi by¢ nieparzysta.

Liczby 24? i b? sa dodatnie, wiec 5% < 201, czyli b < 14.

Liczba b jest wiec nieparzysta, dodatnia i mniejsza od 14. Rozwazmy mozliwe wartos-
ci b, sprawdzajac, kiedy a bedzie liczbg catkowita:

b | a? a
1 | 100 10
3 | 96 | a nie jest catkowite
5 | 88 | a nie jest catkowite
7 | 76 | a nie jest catkowite

9 | 60 | a nie jest catkowite
11 | 40 | a nie jest catkowite
13 | 16 4

Zadanie ma zatem dwa rozwigzania:a =4, b =13 oraza =10, b = 1.

Rozwiazanie zadania 169.
Liczba 2%°1° 4 1 jest nieparzysta, nie ma wiec dzielnikéw parzystych.
Sprawdzmy, czy ta liczba dzieli si¢ przez 3.

22010 + 1 — (3_ 1)2010 + 1

Ale
B-1°=3-1)-3-1)-G-1)-...-(3-1).

Po zastosowaniu prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania do prawej strony
rownania otrzymamy wiele sktadnikéw podzielnych przez 3 i tylko jeden sktadnik
niepodzielny przez 3 - uzyskany z iloczynu (—1)-(=1)-...-(—1) (2010 minus jedynek).
Zatem liczba 2%°1° jest o 1 wigksza od wielokrotnosci 3, czyli 2%°1° 4 1 nie jest* liczba
podzielng przez 3.

Sprawdzmy, czy liczba 22°!° 41 jest podzielna przez 5.

Ostatnie cyfry kolejnych poteg liczby 2 powtarzaja si¢ okresowo:

® ostatnig cyfra 2! jest 2;

* ostatnig cyfra 22 jest 4;

*To oczywidcie mozna wykaza¢ duzo szybciej, uzywajac np. wzoru skréconego mnozenia na (a + £)*°'° lub
stosujac kongruencje (zob. jeden z dalszych rozdziatéw tej ksiazki).

16



3. Rozwiazania

® ostatnig cyfra 2° jest 8;

® ostatnig cyfra 2* jest 6;

® ostatnig cyfra 2° jest 2;

e itd.

22010 56t 4, Wobec tego ostatnig cyfra liczby 22°1° 41 jest 5,
liczba ta wiec jest podzielna przez 5.

zatem ostatnia cyfra liczby

Rozwiazanie zadania 170.

Zgromadzmy informacje potrzebne do rozwiazania zadania w tabelce:

ostatnia cyfra liczby O|1|2]3]4]|5]|6]|7|8]9
ostatnia cyfra drugiej potegi liczby [0 | 1[4 |9[6|5[6]|9 |41
ostatnia cyfra trzeciej potegi liczby [0 | 1|8 |7 |4[5]|6(3[2]9
ostatnia cyfra czwartej potegt liczby [0 [ 1|6 |16 [5[6|1]|6|1
ostatnia cyfra piatej potegi liczby |0 | 1|2 (3456|789

Zauwazmy, ze ostatnie cyfry powtarzaja si¢ okresowo.
Obliczmy osobno sumy ostatnich cyfr poteg, ktérych ostatnie cyfry podstawy to ko-
lejno 1, 2, 3 itd.

e Ostatnig cyfra kazdego ze sktadnikéw sumy
S, =1+ 11" 212" 4 ... 4 20017

jest 1. Skfadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S, to 1.

e Ostatnig cyfra sktadnikéw sumy
S, = 22 4+ 122 4 227 4 ... 4 20022

jest na przemian 4 lub 6. Sktadnikdw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S,
to 4.

e Ostatnig cyfra sktadnikéw sumy
Sy = 3> + 137 4235 4 ... 4 200327

jest na przemian 7 lub 3. Sktadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S,
to7.

e Ostatnig cyfra kazdego ze sktadnikéw sumy
S, = 4% + 14" 4 24 4 ... 4 20047

jest 6. Sktadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S, to 6.

17



Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

Ostatnig cyfra kazdego ze sktadnikow sumy
Sy =5 + 157 4+ 25% 4 ... 4+ 2005

jest 5. Sktadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S; to 5.

Ostatnia cyfra kazdego ze sktadnikoéw sumy
Sy = 6° 416" 4+ 26% + ... 4 20067

jest 6. Skfadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy S, to 6.
Ostatnia cyfra sktadnikéw sumy

S, =7 + 17V 4 27% 4 ... 4 20072

jest na przemian 3 lub 7. Sktadnikéw tych jest 201, wiec ostatnia cyfra sumy S,
to 3.

Ostatnia cyfra sktadnikéw sumy
Sy = 8% + 18" + 28% 4 ... + 20082

jest na przemian 6 lub 4. Sktadnikéw tych jest 201, wiec ostatnia cyfra sumy Sg
to 6.

Ostatnia cyfra kazdego ze sktadnikoéw sumy
So = 97 4+ 19" 4+ 297 + ... 4 20097

jest 9. Skfadnikéw tych jest 201, wigc ostatnia cyfra sumy Sy to 9.

Ostatnia cyfra kazdego ze skfadnikow sumy
S;o = 1019 4+ 20% 4 30°° 4 ... 4 2010%1°

jest 0. Sktadnikdw tych jest 201 i ostatnia cyfra sumy S, to O.

Podsumowujac: ostatnia cyfra sumy

11422 43 4+ ... 420097 4 2010%1° =

=85+85+8S+8S+S5+S+S,+ S+ S+ 5,

jest rOwna ostatniej cyfrze sumy

1+447+6+5+6+3+6+9+0

1jest to cyfra 7.

18



3. Rozwiazania

Rozwiazanie zadania 171.
Rozwazmy trzy przypadki:

1. x = 2010.
Wtedy réwnanie przyjmuje postac:

x 42010+ x +2010 = x — 2010,

czyli
x = —6030,
co nie jest rozwiazaniem w tym przypadku (bo —6030 % 2010).

2. —2010 < x < 2010.

Wtedy
|x 420104 x +2010] = 2010 — x

|2x +4020] = 2010 — x
2x 44020 = 2010 —x
3x = —=2010
x = —670.
Ta liczba spetnia wymagana nieréwnos¢, jest wiec rozwiazaniem réwnania.

3. x < —-2010.
Réwnanie wyglada wtedy nastepujaco:

| — x — 2010+ x +2010| = 2010 — x
0=2010—x
x = 2010,
co nie spetnia wymaganej nieréwnosci.

Réwnanie ma zatem jedno rozwigzanie: x = —670.

Rozwiazanie zadania 172.
Oznaczmy kolejne liczby na pasku jako 7,, 7,, 5, ..., 759,0-

Wiadomo, ze
B g My = 2010.

Poniewaz jednoczesnie
ni+1‘ni+2‘nl‘+3'...'ni+7 = 2010,

wiec n; = n; 5, czyli poczatkowe 7 liczb powtarza si¢ okresowo az do konca.

19



Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

Reszta z dzielenia 2010 przez 7 wynosi 1, wiec pierwsza liczba wystapi na pasku
w sumie 288 razy, a kolejne (druga, trzecia itd. az do szdstej) po 287 razy.

Roztézmy 2010 na czynniki pierwsze:

2010 =2-3-5-67.

Najmniejsza sume uzyskamy wiec, gdy przyjmiemy 7, = 1, a wérdd pozostatych szes-

ciu poczatkowych liczb umiescimy 2, 3, 5, 67 i dwie jedynki. Suma ta wyniesie
28814287 (2+345+67+1+1) = 22961.

Najwicksza sume uzyskamy, zapisujac na pasku liczbe 2010, potem 6 jedynek, 2010,

6 jedynek itd. Najwieksza suma wynosi

2882010 4 287-(14+1+14+14+1+1) = 580602.

Rozwiazanie zadania 173.
Rozmies¢my w trzech gornych kotach liczby 4, b i ¢. Wiadomo, ze

a+b+c=2010.

Jaka liczba znajdzie si¢ w szarym polu? Szare pole sasiaduje z liczbami 4 i ¢, must sie
wiec w nim znalez¢ liczba a. Analogicznie mozemy uzupetni¢ kolejne pola diagramu.

Rysunek 16.4. Zadanie 173.

Caly diagram bedzie wyglada¢ wiec tak:

Rysunek 16.5. Zadanie 173.

W naroznych polach znalazly si¢ liczby 4, b i ¢, zatem ich suma wynosi 2010.

Latwo zauwazy¢, ze podobnie bedzie dla tréjkatéw o bokach 2 1 3. W trdjkacie o boku
4 wszystkie trzy narozne liczby beda réwne.
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3. Rozwiazania

Ogolnie wraz ze wzrostem boku trojkata lewa narozna liczba to kolejno

b, c,a, b, c, a, b, citd.,
a prawa:

¢, bya, c, b,a, c, b,...
Jezeli zatem bok trdjkata jest liczba postaci 37 lub 37 + 2, to suma naroznych liczb
wynosi 2010. Jesli natomiast bok tréjkata jest liczba postaci 37 + 1, to wszystkie trzy
narozne liczby sa réwne 1 ich suma moze przyjmowac roézne wartosci.

Rozwiazanie zadania 174.
Aby wyrazenie
1
2010
R

c

przyjeto wartos¢ najwieksza, liczby a i ¢ musza by¢ mozliwie najmniejsze (czyli 11 2),
za$ b musi by jak najwicksze (zatem b =9).
Wystarczy zatem rozwazy¢ dwie liczby:

1 , 1
—_— 1 —_—

2010 2010
1438 24328

Latwo obliczy¢, ze pierwsza z nich to

1
142114

adruga
1

203

b

czyli druga z nich jest wieksza.

Rozwiazanie zadania 175.
W kazdym ruchu zdejmujemy 50 zetondw i doktadamy 1, czyli liczba Zetonéw na stole
zmniejsza si¢ 0 49. Poniewaz 49-41 = 2009, wiec po 41 ruchach na stole pozostanie jeden
zeton.
Rozwazmy, jak zmieniala sie liczba czarnych zetonéw. Na poczatku byto ich 2005 -
czyli liczba nieparzysta.

® Jesli zdjelismy parzysta liczbe czarnych (zdejmujac parzysta liczbe biatych, zdej-
mujemy automatycznie parzysta liczbe czarnych, bo razem zdejmujemy ich 50),
to dotozylismy biaty, czyli liczba czarnych dalej pozostata nieparzysta (bo zmniej-
szyta si¢ o liczbe parzysta).
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Zestaw 16. WOKOL LICZBY 2010

® Jesli zdjelismy nieparzysta liczbe czarnych (biatych takze nieparzysta), to dotozy-
lismy jeden czarny, zatem liczba czarnych na stole dalej pozostata nieparzysta.

Po kazdym ruchu na stole jest zatem nieparzysta liczba czarnych zetondéw. Oznacza
to, ze po ostatnim ruchu liczba czarnych nie moze wynosi¢ 0 (0 jest liczba parzysta),
a wiec ostatni pozostaty zeton musi by¢ koloru czarnego.

Rozwiazanie zadania 176.

Rozwazmy mozliwe przypadki:

a) Szescian ma 8 wierzchotkéw. Dobudowanie kolejnego szescianu zgodnie z wa-
runkami zadania powigksza liczbe wierzchotkdéw bryly o 8 - zatem liczba wierz-
chotkéw po dobudowaniu 7 szesciandw bedzie réwna 8 + 87 - bedzie wiec liczba
podzielna przez 8. Poniewaz 2010 nie jest podzielne przez 8, nie da si¢ uzyskaé
2010 wierzchotkow.

b) Szescian ma 12 krawedzi. Kazda rozbudowa zwieksza liczbe krawedzi o 16 (12 kra-
wedzi nowego szescianu oraz 4 krawedzie bedace ramionami trapezéw). Po 7 roz-
budowach mamy 12 + 167 krawedzi. Jest to liczba podzielna przez 4. Poniewaz
2010 nie dzieli si¢ przez 4, nie da si¢ uzyskac 2010 krawedzi.

c) Szescian ma 6 Scian. Przy rozbudowie usuwamy jedna sciang 1 doktadamy 4 tra-
pezy oraz 5 $cian nowego szescianu - w sumie liczba scian zwigksza si¢ o 8. Po
n rozbudowach mamy 6 + 8n scian, czyli liczbe, ktéra z dzielenia przez 8 daje
reszte 6. Liczba 2010 daje reszte 2, zatem nie mozna uzyska¢ 2010 Scian.
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Zestaw 17.  WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

1. Zadania

Zadanie 177. ROZNICA KWADRATOW

Udowodnij, ze zbidr réznic kwadratéw dwoch kolejnych liczb catkowitych nieujem-
nych jest rdbwny zbiorowi nieparzystych liczb naturalnych.

Zadanie 178. ROWNANIE WYKEADNICZE

Rozwiaz réwnanie:
22ﬂ _ 2a+1 + 20 — O

Zadanie 179. RESZTA Z DZIELENIA

Wykaz, ze reszta z dzielenia kwadratu liczby naturalnej przez 4 nie moze by¢ réwna 3.

Zadanie 180. PIERWIASTEK W PIERWIASTKU

Przedstaw wyrazenie 4/ 7 +24/10 w postaci sumy pierwiastkéw kwadratowych z liczb
naturalnych.

Zadanie 181. DWIE NIEWIADOME

Rozwiaz réwnanie:
Py l=xy+x 4.

Zadanie 182. PODZIELNOSC

Udowodnij, ze liczba 2°* — 1 jest podzielna przez 15.

Zadanie 183. UKLAD ROWNAN?®

Udowodnij, ze uktad réwnan:

k2 4+2] = 19
PP+2m = 9
m? + 2k

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

5Zadanie z olimpiady Ukraina 1998.
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Zestaw 17. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Zadanie 184. WARTOSC NAJMNIE]JSZA

Podaj, ile wynosi najmniejsza warto$¢ wyrazenia x* — 7x? — 4x + 22.

Zadanie 185. NIEROWNOSC
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnos¢:
a) a*t+ b* > 24%b%
b) a* 4+ b* = ab® + 4’b.

Zadanie 186. TRZY NIEWIADOME

Znajdz wszystkie x, y, z, takie ze
(x—y+2) =x* —y> + 22

Zadanie *187. TRZY KWADRATY

Dane s liczby naturalne m, n, k, takie ze m* + n? = k?. Udowodnij, ze iloczyn mnk
jest liczba:

a) podzielna przez 3;
b) podzielna przez 12;
¢) podzielna przez 60.
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2. Wskazowki

2.  Wskazowki

Wskazéwka do zadania 177.

Nieparzyste liczby naturalne mozna zapisac jako liczby postaci

2n+1, gdzie n €N.

Wskazéwka do zadania 178.

Z whasnoéci potegowania wiadomo, ze 2% = (29)?, za$ 2471 =2.24,

Wskazéwka do zadania 179.

Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w postaci
2n, n €N, gdy jest parzysta

lub
2n+1, n€N, gdy jest nieparzysta.

Wskazéwka do zadania 180.

Mozna wykorzysta¢ fakt, Ze pierwiastkowanie jest zwigzane z potegowaniem:

V? = Ix|.

Wskazdwka do zadania 181.

Mozna pomnozy¢ obie strony réwnania przez 2, a nastgpnie odpowiednio pogrupowac
wyrazy, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia.

Wskazéwka do zadania 182.

Wystarczy kilkakrotnie zastosowa¢ wzor skroconego mnozenia na réznice kwadratéw
i zauwazyé, ze 15=2*— 1.

Wskazéwka do zadania 183.

Mozna sprobowa¢ dodac stronami wszystkie rownania i przeksztalci¢ uzyskana sume
tak, by dato si¢ skorzysta¢ ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat sumy.

Wskazdwka do zadania 184.

Na poczatek mozna podane wyrazenie przeksztalci¢ do postaci

xt—8x? + 16+ x2 —4x +4+2.
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Zestaw 17. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Wskazdwka do zadania 185.

Mozna przeksztalcié nierébwnosci do postaci wyrazenia poréwnywanego do zera, i ko-
rzystajac ze wzordw skréconego mnozenia udowodnic, ze uzyskane wyrazenie jest
nieuyjemne.

Wskazéwka do zadania 186.

Korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia, mozna rozwiazywane réwnanie dopro-
wadzi¢ do postaci iloczynu kilku wyrazen, poréwnywanego do zera. lloczyn przyjmuje
wartos¢ zero tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z jego czynnikdéw wynosi 0.

Wskazéwka do zadania 187.

Jednym ze sposobéw rozwiazania tego zadania jest rozwazenie mozliwych reszt z dzie-
lenia liczb m, n 1 k:

a) przez3;
b) przez 4;

c) przezb5.
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3. Rozwigzania

3. Rozwijzania

Rozwiazanie zadania 177.

Wezmy dwie kolejne liczby naturalne: 7 i 7 + 1. Zatem
(n+1? —n? =0’ +2n+1—n* = 2n+1,

czyli dla # € N uzyskujemy wszystkie liczby naturalne nieparzyste.

Rozwiazanie zadania 178.

Przeksztal¢my rozwiazywane réwnanie, korzystajac ze wzoru na kwadrat rdznicy:
22ﬂ _ 244—1 +20 — O
(2% —2.2+1=0,
(2 —1)* =0,

czyli
2_1=0,

24 =1,

zatem a = 0.

Rozwiazanie zadania 179.

Kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ w postaci
2n, n €N, gdy jest parzysta

lub
2n+1, n €N, gdy jest nieparzysta.

Kwadrat liczby parzystej jest wiec liczba postaci
(2n)? = 4n?,

czyli liczbg podzielna przez 4.
Kwadrat liczby nieparzystej natomiast jest liczba postaci

Qn+1P =4n’ +4n+1 = 4(n2+n> +1,

czyli liczba, ktéra z dzielenia przez 4 daje reszte 1.
Nie istnieja wiec liczby naturalne, ktorych kwadraty daja przy dzieleniu przez 4 resz-
te 3.
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Zestaw 17. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Rozwiazanie zadania 180.

Przeksztal¢my rozwazane wyrazenie:

V742410 = V54245242 =

=V (V5+v27 = |V5+42| =
= V5+v2.

Rozwiazanie zadania 181.
Pomnézmy obie strony réwnania przez 2 1 przeksztalcmy je:
Pyl =xy+x+y /-2
2x% + 297 +2—2xy —2x — 2y =0,
=2y +y P+t —2x+ 1492 -2y +1=0,
(x—y)P 4+ (x—17>+(@-17%=0.

Suma trzech kwadratéw wynosi 0 tylko wtedy, gdy wszystkie trzy liczby podnoszone
do kwadratu s3 zerami. Zatem

x—y = 0
x—1 = 0,
y—1 = 0

czyli rbwnanie ma jedno rozwiazanie:

Rozwiazanie zadania 182.

Zastosujmy wzdr na réznice kwadratéw:
2041 = (232—1)-(232+1) —
= (2 1)- (2 1) (P4 =
= (2°-1)- (2" +1)- (2 +1)- (22 +1) =
= (2 =1)- (2 41)- (2°+1)- (2% +1) - (22 +1).

Poniewaz 2* — 1 = 15, wiec liczba 2% — 1 jest podzielna przez 15.
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