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Przedmowa

Przedstawiamy pierwsze caloéciowe chociaz nieostateczne! wydanie serii podrecznikéw pod
wspolnym tytutem MATEMATYKA OLIMPIJSKA. Mamy tu na mysli matematyke elemen-
tarna w zakresie wyznaczonym przez zadania OM (krajowe i miedzynarodowe). Matematyka
ta, mimo niewielkiego obciazenia definicyjnego, jest blizsza matematyce akademickiej niz ma-
tematyce szkolnej. Proponowany sposéb wykladu (definicja, twierdzenie, przyklady, zadania
i ¢éwiczenia?) jest wiec blizszy akademickiemu niz szkolnemu. Szczegdélowy spis treéci powinien
dawa¢ dostatecznie dobre wyobrazenie o terytorium zajmowanym przez Matematyke Olimpij-
ska w krolestwie matematyki. Kazdy tom konczy sie krotka bibliografia, w ktérej pokazujemy
kilka zrédet dajacych mozliwos¢ rozszerzenia i poglebienia przedmiotowej wiedzy. W indeksie
zamieszczamy réwniez terminy zaledwie wspomniane w tekscie. Powinno to rozbudza¢ cieka-
wos¢ Czytelnikow i zachecaé do samodzielnych poszukiwan w literaturze. Znak ¢ oznacza
koniec rozwigzania zadania lub koniec przyktadu, a znak [0 — koniec dowodu (lub tylko sfor-
mutowania) twierdzenia. Czasami zamiast wtedy i tylko wtedy, gdy piszemy iff (ang. if and
only if), a zamiast bez straty ogélnosci piszemy b.s.o. Napis £ := ( oznacza: & jest z definicji
(z okreslenia) réwne (.

Poszczegodlne czesci zZoltego, zielonego i czerwonego skryptéw byty wielokrotnie w latach
2007-2017 wydawane jako preprinty w niewielkich naktadach. Znalazty one pewne uznanie
w oczach niektorych nauczycieli zajmujacych sie ksztatceniem uczniéw-olimpijezykéw. W szeze-
gélnosci, dr Jacek Dymel (Krakéw), opiekun naukowy i wychowawca licznych laureatéw OM
i MOM, zachecit nas do przygotowania niniejszego wydania.

Serdeczne podziekowania sktadamy profesorowi Andrzejowi Schinzlowi za aprobate
naszej wizji teorioliczbowej czesci przedsiewziecia (pozostate czesci wzoruja sie na niej) i wska-
zanie btedow. Kolega Wojtek Wawréw wskazal nam niepoliczalny zbior usterek i bledow
w poprzednich wersjach trzech czesci, a takze kilka propozycji ulepszenia tych czesci. Zastu-
zyl tym na nasza bezgraniczna wdzigczno$¢. Nasi uczniowie (i koledzy jednego z nas) Marcin
Michorzewski, Pawet Poczobut i Krzysztof Malysa w réznych okresach powstawania serii byli
bardzo pomocni. Dziekujemy im za to.

APEL. Mimo licznych wysitkéw, w ksigzkach z pewnoécig pozostato jeszcze sporo do po-
prawienia. Wobec tego zwracamy sie do Was, drodzy Czytelnicy, z gorgcym apelem o krytyczne
czytanie i informowanie o zauwazonych btedach i innych niedostatkach zaréwno merytorycznych
jak i dydaktycznych (adres: koloroweskrypty @ gmail.com). Byliby$my bardzo wdzieczni
za wziecie sobie do serca tego apelu. Nasze reakcje na Wasze uwagi zamieszczamy na stronie
sites.google.com/site/koloroweskrypty. Autorzy

'Mamy nadzieje na napisanie Kolorowego suplementu, w ktérym znajda sie brakujace na razie fragmenty.
2Uzyte przyktady, zadania i éwiczenia, poza trywialnymi, nie sa oryginalne. Pochodza z rozmaitych Zrédet,
gltéownie z zawodow i olimpiad matematycznych. Wyjatkowo tylko wskazujemy z jakich.



Stowo wstepne do tomu

[...] Ija astronomiji stuchatem dwa lata

W Wilnie, gdzie Puzynina, madra @ bogata
Pani, oddata dochod z wioski dwiestu chlopow
Na zakupienie réznych szkiel i teleskopow.

Tom drugi (PLA- zielony) poswiecony jest podstawowym pojeciom i metodom elemen-
tarnej Planimetrii Euklidesowej. Jest w zasadzie samowystarczalny. Jest tez z catej serii najbliz-
szy matematyce szkolnej. Nie ma (i nie chce mie¢) charakteru aksjomatyczno-dedukcyjnego.
Przytoczone aksjomaty maja tylko przypomina¢ Czytelnikowi oczywista wiedze. Reszta
stara sie dochowad rzetelnosci matematycznej na poziomie mniej wiecej wymaganym na OM.

Pierwszy rozdzial zawiera materiat poziomu gimnazjalnego — pretalesowskiego. Twierdzenie
Talesa i, opierajaca si¢ na nim teoria podobienstwa, jest gtéwnym tematem rozdziatu drugiego,
Rozdziat ten konczy sie wstepem do trygonometrii. W rozdziale trzecim uczymy si¢ o wspot-
liniowosci i wspotpekowosci. Zaczynamy si¢ tez w nim mysle¢ rzutowo. Mowimy tam rowniez
o jednoktadnosci, inwersji wzgledem okregu i odpowiedniosci biegunowej. Rozdziat czwarty po-
Swiecony jest (innym) przeksztalceniom geometrycznym. W rozdziale piatym méwimy (racze]
syntetycznie) o stozkowych.

Chemicy, nazywajac niektore pierwiastki chemiczne, uzywaja nazwisk wielkich uczonych:
einstein (1a.99), rutherford (la.104), bohr (1a.107), itp. Nasladujac to, nazywamy okazjonalnie
pitagorasem, talesem, menelaosem, cevq, desargues’em, pascalem czy brianchonem, odpowiednie
pierwiastki rozumowan geometrycznych.

Mamy nadzieje, ze Czytelnik od razu zorientowat sie, ze uzyliSmy cytatow z Pana Tadeusza
jako mott do naszych rozdzialow (i przedmowy). W strukturze formalnej mickiewiczowskiego
trzynastozgloskowca rowniez dostrzegamy pierwiastki geometryczne.

Ksiazka zawiera okoto 70 zadan z rozwigzaniami (zadania dobrze jest — przed przeczyta-
niem zamieszczonego rozwiazania — prébowaé rozwiazaé¢ samodzielnie!), okoto 600 éwiczen do
rozwiazania przez Czytelnika i okoto 115 udowodnionych twierdzeni (warto réwniez prébowaé
znajdowaé wlasne dowody!). Wiecej zadan znalezé mozna w specjalnych zbiorach zadan, zobacz
na przyktad [14] (dla kursu wstepnego), czy [17], [18] (dla caloksztaltu).

Zyczymy owocnej lektury.



Tabliczka chronologiczna

Tales z Miletu
Pitagoras z Samos
Euklides z Aleksandrii
Archimedes z Syrakuz
Apoloniusz z Pergi
Menelaos z Aleksandrii
Heron z Aleksandrii
Klaudiusz Ptolemeusz
Pappus z Aleksandrii
Brahmagupta

Galileo Galilei (Galileusz)

Gérard Desargues

René Descartes (Kartezjusz)

Blaise Pascal

Isaac Newton

Giovanni Ceva

Robert Simson
Leonhard Euler

Mathieu Stewart
Gaspard Monge

Lazare Carnot

Joseph Diaz Gergonne
Charles-Julien Brianchon
Victor Poncelet

Michel Chasles

Jakob Steiner

Adam Mickiewicz

Karl Wilhelm Feuerbach
William Hamilton

Heinrich von Nagel

(627 p.n.e.-548 p.n.e.)

(ok. 580 p.n.e.-ok. 500 p.n.e.)
(ok. 365 p.n.e.-ok. 300 p.n.e.)

(ok. 287 p.n.e.-212 p.n.e.)

(ok. 260 p.n.e.-ok. 190 p.n.e.)

(I wn.e.)
(I wn.e.)
(IT w n.e.)
(7-340 n.e.)
(598 - 660)
(1564 - 1642)
(1593-1661)
(1596 - 1650)
(1623 -1662)
(1643 -1727)
(1647-1734)
(1687-1768)
(1707-1783)
(1717-1785)
(1746 - 1818)
(1753-1823)
(1771-1859)
(1783-1864)
(1788 - 1867)
(1793 -1880)
(1796 - 1863)
(1798-1855)
(1800-1834)
(1805 - 1865)
(1821-1903)



W matematyce, w geometrii w szczegolnosci, uzywamy alfabetu greckiego. Jego znajomos¢
jest, oczywiscie, niezbedna.

Alfabet greckis

ksztatt | Ksztatt | nazwa | wymowa
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3Niewypisane wielkie litery alfabetu greckiego maja taki sam ksztalt jak (niekoniecznie odpowiadajace im
fonetycznie) litery laciniskie — dlatego nie sa uzywane w tekstach matematycznych. Jak bowiem mielibySmy
odrézni¢ A od wielkiej «, czy H od wielkiej n?
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Rozdziat 1

Planimetria pretalesowska

[...] Hrabski kon, zwrécony z drogi,

Prosto klusowal polem aZ pod zamku progi.
Hrabia samotny wzdychat, poglgdal na mury,
Wyjal papier, otowek i kreslit figury.

Material wytozony w tym rozdziale i dwoch poczatkowych paragrafach nastepnego, odpo-
wiada mniej wiecej potrzebom uczestnika Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Przed-
rostek pre w tytule rozdziatlu stuzy do wskazania zaleznosci logicznej, a nie czasowej!

1.1 Podstawy

Mamy nadzieje, ze wszystkie opisane w tym paragrafie fakty i pojecia sa doskonale znane
Czytelnikowi. Zebralidémy je tu wytacznie dla ustalenia oznaczen i dla przysztych odwotan.

1.1.1 Oznaczenia i definicje podstawowe
Zaczynamy od rozwiazania wejsciowki (éwiczenia wstepnego):

Cwiczenie 1.1 Narysowa¢ i przyswoié¢ sobie ponizsze pojecia i ich nazwy:

1. Punkty oznaczamy wielkimi, a proste malymi literami alfabetu tacinskiego.

2. Zdania: punkt J lezy na prostej k oraz prosta k przechodzi przez punkt J, maja te
samg tres¢. Symbolicznie zapisujemy ja (te tresé) tak: J € k.

3. Jedyna prostg przechodzaca przez punkty A # B oznaczamy symbolem AB lub [lp.
Symbolem hsp oznaczamy polprosta o poczatku A przechodzaca przez B.

4. Odcinek o koflcafjh A, B oznaczamy_symbolem AB. Dlug(ﬁ odcinka AB ozna-
czamy symbolem |AB|. Srodkiem odcinka AB jest taki punkt M € AB, ze |AM| = |MB|.

5. Dwie proste k i [ nazywamy réwnoleglymi, gdy nie majg zadnego punktu wspolnego
lub gdy sg réwne. Oznaczamy to k || I. Gdy proste k i [ nie sg réwnolegle, piszemy k Jf [
i symbolem £k - oznaczamy (jedyny) punkt wspélny tych prostych.

6. Okregiem K(O,r) o $rodku O ipromieniu r nazywamy zbiér wszystkich punktéw
ptaszczyzny, ktorych odlegtoéé od punktu O réwna jest 7.
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7. Kolem D(O, r) o $rodku O i promieniu r nazywamy zbiér wszystkich punktow
plaszczyzny, ktérych odlegtoéé od punktu O jest niewieksza niz r.

8. Dwie potproste o wspélnym poczatku wraz z jednym z dwoch obszaréw, na ktore te pot-
proste dziela ptaszczyzne, nazywamy katem. Poétproste te nazywamy ramionami tego kata,
a ich wspoélny poczatek — wierzcholkiem kata. Obszar pltaszczyzny, o ktéorym mowa wyzej,
nazywamy wnetrzem kata. Kat nazywamy zerowym, gdy ma puste wnetrze, polpelnym,
gdy jego ramiona sg dwiema réznymi potprostymi jednej prostej. Cata ptaszczyzne nazywamy
katem pelnym. Kat o ramionach hpa i hop oznaczamy <AOB (z kontekstu powinno by¢
jasne, ktory z dwoch katéw mamy na mysli). Dla oznaczenia katéw stosowaé tez bedziemy mate
litery greckie, np. <a, < itp.

9. Rozwazmy okrag o $rodku w wierzchotku kata i niezerowym promieniu. Czes¢ tego
okregu lezaca we wnetrzu rozwazanego kata nazywamy tukiem okregu. (Rysujac tuk wskazu-
jemy, ktory z dwoch katéw mamy na mysli.)

10. Kat o mierze 90° nazywamy katem prostym. Kat o mierze mniejszej niz 90°
nazywamy katem ostrym, a kat o mierze z przedziatu (90°, 180°) — katem rozwartym.

11. Jezeli dowolny z czterech katéw utworzonych przez nieréwnolegte proste k, [ jest katem
prostym, to proste takie nazywamy prostopadtymi. Zapisujemy to k& L [.

12. Rzutem (prostokatnym) punktu P na prosta k nazywamy punkt wspélny prostej k
i prostej prostopadlej do k przechodzacej przez P. Wygodnym oznaczeniem jest Pj.

13. Odlegtoscia punktu P od prostej k nazywamy liczbe |PPg|, gdzie P jest rzutem
punktu P na prosta k. Oznaczenie: d(P, k).

14. Dwie przecinajace si¢ proste wyznaczajg dwie pary katow, ktérych jedynym punktem
wspolnym jest punkt przeciecia sie tych prostych. Kazdg taka pare katéw nazywamy parg
katow wierzchotkowych.

15. Dwa katy o jednym wspélnym ramieniu i pozostatych ramionach bedacych dopetnia-
jacymi sie potprostymi tej samej prostej nazywamy para katéw przyleglych.

16. Kat poétpelny o obu ramionach na jednej prostej k nazywamy péiptaszczyznag
o brzegu k.

17. Polprosta h;c lezaca wewnatrz danego kata <AIB taka, ze m(¥<AIC) = m(<CIB),
nazywamy dwusieczng kata <XAIB.

18. Niech A, B, C beda trzema nie lezacymi na jednej prostej punktami. Tréjkatem
ABC' nazywamy cze$¢ wspoOlng trzech potptaszezyzn, z ktérych jedna ma brzeg AB i punkt
C' we wnetrzu, druga ma brzeg BC' i punkt A we wnetrzu, a trzecia ma brzeg C'A i punkt B
we wnetrzu. Punkty A, B, C nazywamy wierzchotkami tréjkata ABC, odcinki AB, BC
i CA nazywamy bokami tego trojkata, a katy <ABC, ¥BCA i ¥CAB katami tréjkata.
Trojkat ABC' oznaczaé bedziemy symbolem AABC. Zobacz rysunek 1.3.

19. Moéwimy, ze trojkaty AABC i AA'B'C’ sa przystajace, gdy maja odpowiednie boki
rownych dtugosci: |AB| = |A'B'|, |BC| = |B'C’|, |CA| = |C"A'|, i odpowiednie katy réwnych
miar: m(XA) = m(XA"), m(XB) = m(<B’'), m(XC) = m(£C"). Zapisujemy to nastepujaco:
ANABC = AA'B'C’. (Pamigtaé o kolejnosci zapisywania wierzchotkow!)

20. Podzbiory ptaszczyzny nazywamy figurami geometrycznymi.

Definicja 1.1 Figure geometryczna JF nazywamy figura wypukla, gdy dla dowolnych
punktéw A, B € F zachodzi zawieranie AB C F. Patrz rysunki 1.1a 1 1.16b.
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Rys. 1.1a Rys. 1.1 Rys. 1.1c¢ Rys. 1.1d

Figura moze by¢ figura niewypukta nie tylko dlatego, ze sktada sie z kilku , kawaltkéw”, poréwnaj
rysunki 1.1¢ i 1.1d.

Wyjasnimy teraz trzy pojecia topologiczne.
Rys. 1.2
Definicja 1.2 Punkt A jest punktem wewnetrznym
figury F, gdy istnieje taka (Scisle) dodatnia liczba r, ze
D(A, r) C F. Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych fi-
gury F nazywa sie wnetrzem figury F. Punkt B jest
punktem zewnetrznym figury F, gdy istnieje taka (Sci-
sle) dodatnia liczba r, ze D(B, r)NF = @. C jest punk-
tem brzegowym figury F, gdy dla kazdej dodatniej liczby
r w kole D(C, r) leza zaréwno punkty figury F jak i punkty
nie nalezgce do figury F. Zbiér punktéw brzegowych figury
F nazywa si¢ brzegiem figury F.

Wprowadzimy jeszcze oznaczenia konkretnych elementéw trojkata. W dalszym ciagu, gdy
méwimy ogélnie o (jednym) tréjkacie, oznaczamy go standardowo AABC. Kolejnymi ozna-
czeniami standardowymi, do uzywania ktorych zachecamy Czytelnika, sa:

(1) Dtugosci bokéw trojkata oznaczamy: C

Rys. 1.3

a=|BC|, b= |CA|, c=|AB|

(2) Katy tréjkata oznaczamy:

=354 B=95B,v=35C.|

(3) Miary katéw trojkata oznaczamy:

a=m(XA), B =m(£B), v=m(XxC).

(4) Odcinek dwusiecznej dowolnego z trzech katéow tréjkata, od wierzchotka do punktu
przeciecia z przeciwleglym bokiem, nazywamy po prostu dwusieczng tego trojkata. Diugosé
(a takze, gdy nie prowadzi to do nieporozumien, sama dwusieczna) dwusiecznej poprowadzonej
z wierzchotka A oznaczamy d,. Analogiczne znaczenie majg oczywiscie oznaczenia dy, i d..

(5) Odcinek taczacy wierzchotek A ze érodkiem A; przeciwleglego boku BC nazywamy
srodkowq trojkata poprowadzong z wierzchotka A. Jego dlugosé oznaczamy m,. Jasne jest,
co oznaczaja symbole my i m.. Gdy nie prowadzi to do nieporozumien, to, podobnie jak
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w przypadku dwusiecznych, uzywamy symbolu m, na oznaczenie samej srodkowej.

(6) Rzut C” punktu C na prosta AB nazywa sie spodkiem wysokos$ci opuszczone]
z wierzchotka C'. W takiej sytuacji odcinek C'C" nazywa si¢ wysokos$cia opuszczona z wierz-
chotka C'. Dhlugosé¢ tej wysokosci oznaczaé bedziemy w dalszym ciggu h.. Jasne, ze dtugosci
wysokosci opuszczonych z wierzchotkow A i B bedziemy oznaczaé odpowiednio h, i hy.

Uwaga. Pewne (wskazane badz nie) niekonsekwencje w wyzszej wprowadzonych ozna-
czeniach nie powinny prowadzi¢ do nieporozumien. Inne oznaczenia standardowe geometrii
tréjkata wprowadza¢ bedziemy stopniowo. Zobacz tez spis na stronie 274.

1.1.2 Aksjomaty

Twierdzenia, ktérych prawdziwo$é uznajemy (za oczywista), nazywaja sie aksjomatami. Czy-
telnik powinien uwaznie, z otéwkiem w rece, przeczyta¢ ponizsze aksjomaty i przyswoié¢ sobie
wszystkie prawdy w nich zawarte.

Aksjomat 1 Przez dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.

Aksjomat 2 Kazdemu odcinkowi AB przyporzadkowana jest dtugo$é, czyli taka liczba
rzeczywista |AB| > 0, ze spelnione sa warunki:

1. |AB| =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A= B,

2. |AC| < |AB| + |BC| dla dowolnych trzech punktéw A, B, C, przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy B jest punktem odcinka AC.

Aksjomat 3 Jezeli hop jest dowolna polprosta, r dowolna liczba nieujemna, to istnieje
dokladnie jeden taki punkt A nalezacy do pélprostej hop, ze |OA| =r.

Aksjomat 4 Kazdemu katowi <« przyporzadkowana jest miara, czyli taka liczba rze-
czywista m(%a) € [0, 27| tak, ze

1. kat zerowy i tylko on ma miare réwnag 0,

2. kat poipelny i tylko on ma miare réwna T,

3. jezeli punkt C' lezy we wnetrzu kata L AOB, to m(XAOB) = m(XAOC)+m(<COB),

4. jezeli liczba a spelnia nieréwnosci 0 < a < m(XAOB), to istnieje dokladnie jedna
pélprosta hoc lezaca we wnetrzu kata <AOB i taka, ze m(<AOC) = a.

Aksjomat 5 Katy o mierze nie wickszej niz m sa figurami wypuktymi.

Aksjomat 6 Dla dowolnej prostej k i dowolnego punktu P istnieje doktadnie jedna taka
prosta l, ze P €l i l||k.

Aksjomat 7 Dla dowolnej prostej k i dowolnego punktu P istnieje doktadnie jedna taka
prosta l, ze Pel il L k.

Aksjomat 8 Jezeli l||k i I L m, to k L m.

Aksjomat 9 Jezeli P, R€m i k||m, to d(P,k)=d(R,k).
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Aksjomat 10 (Cecha przystawania BKB) Jezeli dla tréjkatow ANABC i AA'B'C’
zachodza réwnosci

|AB| = |A'B'|, m(<B)=m(xB’), |BC|=|B'C|,
to NABC = NA'B'C".

Aksjomat 11 Zalozmy, ze A jest punktem wewnetrznym, a B punktem zewnetrznym
pewnej figury. Wowczas odcinek AB ma punkty wspélne z brzegiem tej figury. Réwniez, kazdy
z dwoch tukéw dowolnego okregu przechodzacego przez punkty A i B ma punkty wspolne
z tym brzegiem.

Wszystkie zdania, ktorych prawdziwosé moze by¢ wywiedziona za pomoca wnioskowania lo-
gicznego z powyzszych aksjomatow nazywamy twierdzeniami geometrii euklidesowej ptasz-
czyzny. Proces wywodzenia, o ktorym mowa powyzej, nazywa sie dedukcja. Zaznaczmy wy-
raznie, ze nie zalezy nam na SciSle dedukcyjnym budowaniu geometrii (byloby to zreszta
bardzo nudne). Opieramy sie wiec tu i é6wdzie na intuicji, ktéra, dzieki doswiadczeniu, wy-
rabiamy sobie od urodzenia (wedtug Kanta mamy ja wrodzona, ale autorzy tego skryptu nie
maja watpliwosci, Ze to jest nonsens).

1.1.3 Cwiczenia z prostego wnioskowania

Zaczniemy od najprostszych, ,jednolinijkowych”, przyktadow dedukc;ji.

TWIERDZENIE 1.1 Dwie nieréwnolegle proste maja doktadnie jeden punkt wspdlny.

DO WOD. Jeden punkt wspoélny maja, bo nie sa réwnolegle. Gdyby mialy jeszcze jeden
punkt wspoélny, to, na mocy Al, musiatyby by¢ rowne, czyli rownolegte. O

TWIERDZENIE 1.2 Jeseli k||l i [||m, to k||m.

DOWOD. Zalézmy nie wprost, ze prosta k nie jest réwnolegta do prostej m, i ze P
jest ich punktem wspolnym. Wtedy proste & i m sa prostymi réwnolegtymi do prostej [
i przechodzgcymi przez punkt P. Na mocy aksjomatu A6 sa wiec one réwne, czyli réwnolegle.
Ta sprzecznos¢ konczy dowdod. 0

Cwiczenie 1.2 Pokazaé, ze w A3 nie potrzeba zadaé jedynosci punktu A, to znaczy, ze
jezeli punkt A o zadanej wtasnosci istnieje, to tylko jeden.

Cwiczenie 1.3 Pokazaé, ze kat pelny ma miare réwna 27.
Cwiczenie 1.4 Pokazaé, ze polprosta jest figura wypukla.
Cwiczenie 1.5 Pokaza¢, ze kazdy trojkat jest figura wypukla.

Cwiczenie 1.6 Ogodlniej, pokazaé, ze cze$é wspolna dowolnej rodziny zbioréw wypuklych
jest zbiorem wypuktym.
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Kolejng natychmiastowa dedukcje widzimy w twierdzeniu o kgtach wierzchotkowych:

TWIERDZENIE 1.3 Katy wierzchotkowe maja réowne miary.
D O W OD. Przy oznaczeniach z rysunku mamy:

m(¥a) +m(£8) =7, m(£8)+m(La) = .

Rys. 1.4 Zatem, po odjeciu stronami: m(<a’) = m(Xa). 0

Cwiczenie 1.7 Dowieéé, ze jezeli dwie proste sg prostopadle, to kazdy z czterech utwo-
rzonych katéw jest katem prostym.

Cwiczenie 1.8 Udowodni¢, ze dwusieczne katéw przylegtych sa prostopadte.
TWIERDZENIE 1.4 Jezeli | Lm i k Lm, to l||k.

DO W OD. Gdyby prosta [ nie byta réwnolegta do prostej k, to, na mocy T1.1, miatyby
one doktadnie jeden punkt wspolny. Oznaczajac go przez P znalezlibySmy dwie rézne proste
przechodzace przez punkt P i prostopadte do prostej m. Byloby to sprzeczne z aksjomatem
AT7. Ta sprzeczno$é¢ konczy dowdd. O

Warto pamigta¢ o ponizszym, natychmiastowym, wniosku z A2. Jego teze nazywaé be-
dziemy nieréwnoscia tréjkata.

Cwiczenie 1.9 Udowodni¢, ze dtugoéé dowolnego boku trojkata jest (Scile) mniejsza od
sumy i (Scisle) wigksza od réznicy dlugosci dwoch pozostatych bokéw:

’b—c<a<b+a‘

Cwiczenie 1.10 Udowodnié, ze punkt X jest punktem

1. wewnetrznym kota D(O, r) wtedy i tylko wtedy, gdy |[OX| < r,
2. zewnetrznym kota D(O, r) wtedy i tylko wtedy, gdy |OX| > r,
3. brzegowym kota D(O, r) wtedy i tylko wtedy, gdy |OX]| = r.

O punktach wewnetrznych danego kota mowimy tez czasami, ze leza wewngtrz okregu tego
kota. Jest to dopuszczalny (pod warunkiem swiadomosci tegoz) skrét. Tymeczasem: okrag,
jako podzbiér plaszczyzny, ma puste wnetrze. (DowiedZcie!)

1.1.4 Katy naprzemianlegte i odpowiadajace
Niech beda dane dwie rézne proste réwnolegte k||l i prosta m nieréwnolegta do nich.

W takiej sytuacji (zobacz rysunek 1.5) pare (X1, <5) nazywamy parg katéw odpowiada-
jacych. Rowniez pary (2, %6), (%3, €7) i (¥4, <8) nazywamy parami katéw odpowiada-
jacych. Pary (3, %5) i (X2, «8) nazywamy parami katéw naprzemianleglych wewnetrz-
nych, a pary (X4, €6) i (X1, «£7) — parami katéw naprzemianleglych zewnetrznych.
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TWIERDZENIE 1.5 Katy odpowiadajace maja réwne miary. Roéwniez katy naprzemian-
legte maja réwne miary.

DOWOD. W przypadku, gdy m L [, na mocy A8, zachodzi tez m L k, wiec wszystkie
badane katy maja miary rowne 7, zobacz C1.7. Jezeli m nie jest prostopadia do % (ani do
I!), to niech @) oznacza rzut punktu B przeciecia prostych [ i m na prosta k, a P rzut
punktu A przeciecia prostych k i m na prosta | (patrz rysunek 1.6). Powstalty dwa trojkaty

ANAQB i ABPA. Pokazemy, ze trojkaty te sa przystajace.

ofi

5/8
2/73 I /
%
m Rys. 1.5 Rys. 1.6

Zgodnie z definicjg rzutu punktu na prostg, mamy k£ L BQ@Q. Ta prostopadtos¢ wraz
z zalozeniem k||l, daje, na mocy A8, BQ L [. Widzimy stad, ze B jest rzutem punktu
() na prosta [. Jednocze$nie P jest rzutem punktu A na prosta [, wiec, na mocy A9 i A2,

|QB| = |AP| = |PA]|. (1.1)

Poniewaz obie proste BQ i AP sg prostopadte do prostej [, wiec, na mocy T1.4, wnioskujemy,
ze BQ||AP. Ponadto @ jest rzutem punktu A na prosta BQ, a B jest rzutem punktu P
na te sama prosta (dlaczego?). Powolujac sie¢ ponownie na A2 i A9, widzimy, ze

|QA| = [AQ[ = |PB]. (1.2)

Réwnosci (1.1), (1.2) i, wynikajaca z konstrukcji, rownos¢ m(¥XAQB) = § = m(XBPA), na
mocy cechy BKB przystawania tréjkatow (patrz A10), daja przystawanie

AAQB = ABPA,

z ktérego wnioskujemy, ze m(<QAB) = m(<PBA), co oznacza réwno$¢ miar katéw naprze-
mianlegtych. Reszta dowodu jest fraszka igraszka. 0

TWIERDZENIE 1.6 Suma miar katow dowolnego tréjkata wynosi m (= 180°).

D O W OD. Rozwazmy dowolny tréjkat AABC. Niech
prosta XY bedzie przechodzaca przez C prostg réwnole-
gla do prostej AB. Rozne od C, punkty X, Y wybrano
z odpowiednich stron punktu C, zob. rysunek 1.7. Wtedy

at+vy+ 8 =m(fACX)+~v+m(£BCY) =,

na mocy twierdzenia T1.5 o réwnosci miar katéw naprze-
mianlegtych wewnetrznych. 0
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Kolejne dwa twierdzenia sg wnioskami z T1.6. Pierwsze z nich mowi o mierze kata zewnetrz-
nego trojkata.

Dla danego tréjkata AABC kazdy (z dwoch) kat C
przylegty do kata <A nazywamy katem zewnetrz-
nym przy wierzchotku A, (zob. rys. 1.8). Katy tréj-
kata nazywamy (dla odréznienia) wewnetrznymi.

Rys. 1.8

Dowod twierdzenia o kacie zewngtrznym trojkata jest |t
natychmiastowy: A B

TWIERDZENIE 1.7 (o kacie zewnetrznym tréjkata) Miara kata zewnetrznego troj-
kata jest rowna sumie miar katow wewnetrznych do niego nie przylegajacych. W szczegélnosci
jest ona Scisle wigksza niz miara kazdego kata wewnetrznego do niego nie przylegajacego. [

Dobrze jest zdawaé sobie sprawe z prawdziwosci twierdzenia odwrotnego do T1.5:

TWIERDZENIE 1.8 Niech k il beda dwiema réznymi prostymi i niech prosta m przecina
prosta k w punkcie A, a prosta | w, réznym od A, punkcie B. Zalézmy ponadto, ze miary
katow naprzemianleglych <« i <3 sa réwne. Wtedy proste k, | sa réwnolegle.

DOWOD. Gdyby proste k i [ nie
byty rownolegte, to miatyby (zobacz T1.1)
punkt wspélny. Oznaczajac go C', mie-
libyémy, na mocy twierdzenia o kacie ze-
wnetrznym w trojkacie, 8 = a + m(£C).
Stad, na mocy zalozenia, m(<xACB) = 0,
a to jest niemozliwe (patrz A4.1). O

Rys. 1.9

1.1.5 Cecha KBK przystawania tréjkatow

Wsrod naszych aksjomatoéw mamy aksjomat A10 — ceche Bok-Kat-Bok przystawania tréjkatow.
Pozostate dwie cechy przystawania sg — w naszym wyktadzie — twierdzeniami.

TWIERDZENIE 1.9 (Cecha przystawania KBK) Jezeli dla danych tréjkatow AABC
i NA'B'C" zachodza réwnosci

m(£A) =m(sxA"), |AB|=|A'B'|, m(¥<B)=m(xB’),
to AABC = AA'B'C".

DOWOD. Zatézmy, ze o = o, B =
i |AB| = |A'B’|. Dla wykazania przystawania
trojkatow  AABC i AA'B'C’'  wystarczy,
na mocy Al0, czyli cechy BKB przystawa-
nia, wykazaé, ze |AC| = |A'C'|. Zalbzmy
nie wprost, ze |AC| < |A'C’| i wybierzmy
taki punkt X € A'C’, ze |A'X| = |AC).
Wtedy, na mocy BKB, AABC = AA'B'X.

b
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Stad dostajemy:
B'=m(xABC") =m(xABX)+m(£XBC') >m(xABX)=m(XABC) = 3.

Uzyskali$my sprzecznosé z zatozeniem, ze = . Zatozenie |AC| > |A'C’| tak samo prowadzi
do sprzecznosci. Zatem musi by¢ |AC| = |A'C’|. O

1.1.6 Pons astnorum

Nawet najwicksze osty w klasie musza przyswoi¢ sobie pons asinorum — twierdzenie absolut-
nie podstawowe w geometrii absolutnej. Odwolanie do mostu (pons (tac.) — most) pochodzi
z jezyka zakéw sredniowiecznych, ktérym rysunek obmyslony przez Euklidesa dla dowodu tego
twierdzenia przypominal most, przez ktory jedynie osiol (asinus (tac.) — osiol) nie byl w sta-
nie przej$¢ do krélestwa geometrii. Pokazemy dwa dowody pons asinorum, oba prostsze niz
oryginalny Euklidesa. Drugi, pochodzacy od Pappusa jest szczegodlnie godny uwagi. Samo
twierdzenie mowi, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnosci (dtugosci) dwoch bo-
kéw w trojkacie jest réwnosé (miar) katoéw lezacych naprzeciwko tych bokéw.

TWIERDZENIE 1.10 (Pons asinorum) Réwnosé m(<A) = m(XB) w danym tréjka-
cie ANABC' zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwnosé¢ |AC| = |BC.

DOWOD. (=) Zalézmy (zob. rysunek 1.11), C
ze m(XA) = m(XB). Niech F € AB bedzie takim Rys. 1.11
punktem, ze m(<FCA) =m(XFCB). Wtedy

m(<CFB) =n1 —m(XFCB) —m(£B) =
T —m(XFCA) —m(5<A) =m(<CFA).

Wobec tego, na mocy cechy KBK przystawania, mamy i
NAFC = ABFC, bo oba te trojkaty maja katy 4 F B

o rownych miarach przy wspolnym boku CF. Zatem
|AC| = |BC.

(<) Zalézmy (patrz rysunek 1.12), ze |AC| = |BC.
Niech CF bedzie, tak jak poprzednio, dwusieczng kata
XACB. Wtedy trojkaty AAFC i ABFC maja rownej
dtugosci boki, |CF| = |CF| i |AC| = |BC|. Dodatkowo
m(<ACF) = m(XBCF), zatem , na mocy cechy BKB
przystawania trojkatéow, mamy AACF = ABCF. W
szczegbdlnosci m(<A) = m(<B). O

Prostszy, chociaz podobno trudniejszy do zrozumienia
przez uczniow, dowoéd Pappusa, przebiega nastepujaco:

DOWOD. Jezeli m(¥A) = m(¥XB), to AABC = ABAC (sic!) na mocy cechy KBK
przystawania. Wiec |AC| = |BC|. Odwrotnie, jezeli |AC| = |BC|, to AABC = ABAC na
mocy cechy BKB przystawania. Wigc m(¥XA) = m(XB). O

Pons asinorum wyrdznia bardzo wazng klase trojkatow:
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Definicja 1.3 Trojkat nazywamy réwnoramiennym, gdy ma dwa boki réwnej dtugosci.
Réwne boki nazywamy woéwczas ramionami, a trzeci bok nazywamy podstawa trojkata.

Zobaczymy teraz, ze prawdziwe jest nastepujace wzmocnienie pons asinorum:

TWIERDZENIE 1.11 Dany jest tréjkat AABC. Wéwezas m(¥A) < m(£B) wtedy
i tylko wtedy, gdy a < b.

D O W OD. Przypadek zachodzenia réwnoéci rozpatrzylismy w T1.10. Zajmiemy sie wiec
przypadkiem nieréwnosci scistych.

(=) Zalézmy (zob. rysunek 1.13a), ze m(%A) < m(XB)
i wezmy taka potprosta hpx we wnetrzu kata <ABC by
m(¥ABK) = m(<BAK). (Istnienie takiej pétprostej, do-
ktadnie jednej, zapewnia nam A4.4.) Na mocy twierdzenia
pons asinorum mamy |BK| = |AK]|. Ta r6wnos¢ i nieréwnosé
trojkata zastosowana do trojkata ABCK daje nam

C Rys. 1.13a

a=|BC| < |BK|+|KC|=|AK|+ |KC| = |AC| = b. A

(<=) Niech teraz (zob. rysunek 1.13b) a < b. Na C Rys. 1.13b
boku CA wybieramy punkt L taki, by |CL| = a. Wow-
czas trojkat ABLC' jest réwnoramienny. Zatem, na mocy
pons asinorum, mamy m(XLBC) = m(XBLC). Ale kat
XBLC jest katem zewnetrznym w tréjkacie AABL, zatem
m(£BLC) > m(%A). Ostatecznie mamy

m(¥A) < m(£BLC) =m(XLBC) <m(«£B).O

Cwiczenie 1.11 Dowiesé, ze jezeli w trojkacie AABC zachodzi réwnosé |AC| = |BC),
to wysokos¢, srodkowa i dwusieczna poprowadzone z wierzchotka C' pokrywaja sie.

Cwiczenie 1.12 Dany jest trojkat i trzy odcinki: wysokos¢, dwusieczna i sSrodkowa popro-
wadzone z jednego wierzchotka. Udowodnié, ze jezeli dowolne dwa z tych odcinkéw pokrywaja
sie, to ten trojkat jest rOwnoramienny.

Cwiczenie 1.13 Dowieéé, ze trojkat ma trzy katy rownej miary wtedy i tylko wtedy, gdy
ma trzy boki réwnej dlugosci. Taki trojkat nazywa sie rownobocznym.

Cwiczenie 1.14 Udowodnié, ze dla dowolnego trojkata prawdziwe sg trzy implikacje:

(1) (a=b) = (ha=h), (2) (a=0) = (ma=m), (3)(a=0b) = (do = ds).

Implikacje odwrotne do powyzszych rowniez sa prawdziwe. Przekonamy si¢ o tym w dalszym
ciagu. Zobacz na przyktad C1.45 1 T2.16.
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1.1.7 Cecha BBB przystawania tréjkatéw

W twierdzeniach T1.10 i T1.11 poréwnywali$émy katy (i boki) tego samego trojkata. Kolejny
ustep zaczynamy od twierdzenia o poréwnywaniu katéow roéznych tréjkatéw. Wykorzystamy
to twierdzenie w dowodzie trzeciej cechy przystawania trojkatow.

TWIERDZENIE 1.12 (Twierdzenie o poréwnywaniu) Zalézmy, ze dla danych tréj-
katow ANABC i AA'B'C’ zachodza réwnosci |AB| = |A'B'| i |AC| = |A'C’|. Woéwczas

m(XCAB) > m(xC'A'B") < |BC|> |B'C'|.

DOWOD. (=) Niech C; bedzie
takim punktem wewnatrz kata <CAB,
ze m(XC1AB) =m(xC'A'B’) i |C1A] =
|CA|. Przez T oznaczymy taki punkt od-
cinka BC, ze potprosta har jest dwu-
sieczna kata <SCACY. Wowcezas, na
mocy cechy przystawania BKB, zobacz C;
A10, mamy ACAT = ACLAT. Zatem Y A ¢
|TC| = |TCy|. Ta réwnos¢ daje nam
druga réwnosé w ciagu:

Rys. 1.14 A8 B

|BC| = |BT|+ |TC| = |BT| + |TC| > |BC\| = [B'C',

w ktoérym nieréwnosé wynika z A2.2, a ostatnia réowno$¢ wynika z przystawania AABC; =
NA'B'C’'. To przystawanie za$ wynika z zatozen i A10.

(<) Niech teraz |BC| > |B'C"|. Zalézmy, nie wprost, ze m(XCAB) < m(XC'A'B’).
Wowczas albo m(<CAB) = m(XC'A’B’) i wtedy, na mocy Al10, AABC = AA'B'C’, wigc
|BC| = |B'C’| (sprzeczno$cé), albo m(XCAB) < m(<C'A’B’) i wtedy, na mocy udowodnio-
nej juz czesci naszego twierdzenia, |BC| < |B'C’| (sprzeczno$c¢ jeszcze wickszal). Uzyskane
sprzecznosci konezg dowdd. O

Whioskiem z twierdzenia o poréwnywaniu jest nasza ostatnia cecha przystawania trojkatow:

WNIOSEK. (Cecha przystawania BBB) Jezeli dla tréjkatow NABC i ANA'B'C" zachodza

réwnosci
|AB| = |[A'B'|, |BC| = [B'C], [CA]=|C"AY,
to ANABC = NA'B'C’.
D O W OD. Poniewaz, wobec T1.12, wiemy, ze nieréwno$¢ m(XA) # m(xA’) réwnowazna
m

jest nieréwnosci |BC| # |B'C’|, wiec musi zachodzi¢ réwnosé m(<<A) (xA’). Ta réwnosé
i A10 daja teze. O

I~
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1.1.8 FLamane i wielokaty

Przypomnimy teraz kilkanascie poje¢ dotyczacych tamanych i wielokatow.

Rys. 1.15a Rys. 1.15b Rys. 1.15¢

Definicja 1.4 Jezeli Ay, As, ..., A,, n > 3, jest uktadem n r6znych punktéow, to
figure bedaca sumg (teoriomnogosciowa) odcinkéw

A, AAs, ..., AA, (1.3)

nazywa si¢c tamang otwartg. Jezeli do odcinkéw (1.3) dotozymy jeszcze odcinek A,A;, to
otrzymana figure nazywamy tamang zamknieta. Lamana (zaréwno otwarta jak i zamknieta)
oznaczamy AiA,...A,, wypisujac kolejne jej wierzchotki A, As, ..., A, iwskazujac czy
mamy do czynienia z tamang zamkniet czy otwarta. Odcinki (1.3) (i ewentualnie A,A;) nazy-
wal bedziemy bokami tamanej, a kazdy nie bedgcy bokiem, odcinek A, A; taczacy dwa rozne
wierzchotki tamanej jej przekatng. Jezeli kazde dwa boki danej tamanej albo sg roztaczne, albo
majg tylko wspolny wierzchotek, to méwimy, ze ta tamana jest tamang bez samoprzecieé
lub tamang zwyczajna. Na rysunku 1.15a widzimy zwyczajng tamang otwarta, na rysunku
1.150 tamang zwyczajna zamknieta i na rysunku 1.15¢ tamang zamknieta z samoprzecieciami.
Dlugosciag tamanej nazywamy sume dtugosci wszystkich tworzacych ja odcinkow.

Cwiczenie 1.15 Dowiesé, ze dlugosé dowolnej tamanej jest wieksza lub réwna dlugosci
dowolnej jej przekatnej.

Lamana zamknieta zwyczajna dzieli ptaszczyzne
na dwie czesci, jedng ograniczona, zwang wnetrzem
tej tamanej, druga nieograniczona, zwang zewne-
trzem. Zobacz rysunek 1.16. Zwr6émy uwage, ze
dowdd tego intuicyjnie oczywistego faktu jest stosun-
kowo tatwy w przypadku wielokata wypuktego, po-
rownaj C1.16, i do$¢ wymagajacy w przypadku nie-
wypuklym.

Definicja 1.5 Lamana zamknietg bez samoprze-
cie¢ wraz z wnetrzem nazywamy wielokatem. Gdy
ma ona n bokéw, nazywamy ja rowniez n-katem
(méwimy o czworokacie, pieciokacie itd., zamiast
o 4-kacie, 5-kacie itd.). Wielokatem wypuklym Rys. 1.16
nazywamy taki wielokat, ktory jest figura wypukta.
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Cwiczenie 1.16 Udowodnié, ze wielokat jest wiclokatem wypukltym wtedy i tylko wtedy,
gdy caly lezy w jednej poltptaszczyznie, ktorej krawedzia jest prosta wyznaczona przez kazdy
jego bok.

ZADANIE 1.1 Udowodnié, ze jezeli wielokat wypukly Wi jest zawarty wewnatrz wielo-
kata W, (niekoniecznie wypuklego), to obwdd (czyli suma dtugosci bokow) wielokata Wy jest
mniejszy od obwodu wielokata Ws.

ROZWIAZANIE. Rozwiazanie tatwo odczytac¢ z rysunkéw. Na rys. 1.17a widac ilustracje
dowodu Lematu: Lamana taczaca punkty potprostych ograniczajacych ,studnie” o podstawie
AB ma dlugos¢ wigksza badZ réwna |AB|. Na przyktad |SU|+ |UV|+|VT| > |ST| > |AB].
Pierwsza nieréwno$¢ wynika z C1.15. Dla dowodu drugiej rozwazmy trojkat ASTS’, gdzie S’
oznacza rzut punktu S na prosta BT i skorzystajmy z T1.11.

5

3
B
" Rys.1.17a Rys. 1.17b

Dzieki temu lematowi widzimy (zob. rysunek 1.17b), ze suma czeSci obwodu wielokata
W, lezacych w ,studniach” o podstawach bedacych bokami wielokata W) jest nie mniej-
sza od obwodu wielokata Wi, bo ,studnie” sg parami roztaczne. Uzasadnienie (wynikajace]
z wypuktosci wielokata W) roztacznosci rzeczonych studni pozostawiamy Czytelnikowi. Mozna
sie tu powotac na C1.16. O

Cwiczenie 1.17 Wykazaé, ze w czworokacie wypuktym ABCD suma |AC| + |BD| dtu-
gosci przekatnych jest $cisle wieksza od sumy |AD| + |BC| dlugosci dwoch przeciwleglych
bokow.

Cwiczenie 1.18 Wykazaé¢, ze w czworokacie wypuktym suma dlugosci jego przekatnych
jest Scisle wieksza od potowy obwodu i $cisle mniejsza od obwodu tego czworokata.

Cwiczenie 1.19 Dany jest czworokat wypukly ABCD. Wyznaczyé taki punkt X, dla
ktérego suma |AX|+ |BX| + |CX|+ |DX| odlegtoéci od wierzchotkéw czworokata jest naj-
mniejsza. Wskazéowka. Zbadaé¢ punkt przeciecia przekatnych.

Cwiczenie 1.20 Wykazaé, ze suma odlegloéci dowolnego punktu plaszezyzny od wierz-
chotkéw czworokata jest wigksza od potowy jego obwodu.

Pieknym przyktadem rozumowania olimpijskiego jest rozwigzanie kolejnego zadania. Stosu-
jemy w nim oczywista Zasade Minimum: w kazdym skoriczonym(!) zbiorze liczb rzeczywistych
istnieje (doktadnie jedna) liczba najmniejsza.
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ZADANIE 1.2 Zadne trzy z danych 2000 punktéw na plaszczyznie nie leza na jednej
prostej. Udowodnié, ze istnieje wielokat, ktérego jedynymi wierzchotkami sg te punkty.

ROZWIAZANIE. Jasne, ze istnieja tamane zamknigte, ktérych jedynymi wierzchotkami
sa (wszystkie!l) dane punkty. Aby to uzasadni¢ wystarczy dowolnie ponumerowaé te punkty.
Niech Ay, A, ..., A, bedzie takim ponumerowaniem. Wowczas

A1Ay U AsAsU ... UA, 1A, UAA

jest zadang tamana zamknieta. 7Z wszystkich takich tamanych wybierzmy tamana F o naj-
mniejszej dtugosci. Twierdzimy, ze ta nie ma samoprzeciec¢, czyli ze jest wielokatem. Zatézmy,
nie wprost, ze boki A;As11 1 AjAi, gdzie s < s+ 1<t <t+1, przecinaja si¢ w pewnym
punkcie P. Mozemy wéwczas zbudowaé nows tamang F’

A AU . UA A UAAU .. UA A UA A U ... UA, A, UALA,,

ktora ,startuje” od A; i ,dochodzi” do A,, nastepnie ,przeskakuje” na A;, potem ,wraca”
do A,yq, skad ,przeskakuje” na A;;; i ,konczy” tak samo jak F. Lamana F' ma mniejsza
dtugo$c¢ niz tamana F. Powstaje bowiem przez wyrzucenie przekatnych AsAgq, A Ay czwo-
rokata wypuktego(!) AsA;As11A41 1zastapienie ich bokami AgA;, Agiq1 A1 tego czworokata,
zobacz C1.17. Uzyskana sprzeczno$é¢ koncezy rozwiazanie. O

P

Cwiczenie 1.21 Zdefiniowaé¢ kat wewnetrzny wie-
lokata i dowies¢, ze suma miar katéw wewnetrznych do-
wolnego n-kata wynosi (n—2)w. Wskazéwka. Dowolna
przekatna n-kata wypuktego dzieli ten wielokat na dwa
wielokaty o mniejszej liczbie bokéw, wiec oczywista in-
dukcja wzgledem n pozwala zakonczy¢ rozumowanie
w przypadku wypuklym. Przypadek niewypukly (np. Rys. 1.18
rys. 1.18) jest trudniejszy, zobacz KOM Z0.CS.

Ponizsze, potraktowane skrotowo, definicje paru typow czworokatéow sg, oczywiscie, dosko-
nale znane Czytelnikowi:

Czworokat wypukly nazywamy
> rownoleglobokiem, gdy ma przeciwlegte boki rownolegte,

> prostokatem, gdy ma wszystkie katy proste,

> rombem, gdy ma wszystkie boki rownej dtugosci,

> kwadratem, gdy jest rombem o wszystkich katach prostych,

Rownoleglobok

> trapezem, gdy ma pare przeciwlegtych bokéw rownoleghych,
Rys. 1.19

> deltoidem, gdy ma roztaczne pary bokéow sasiednich réwnych.

1.1.9 Roéwnoleglobok. Ré6wnowaznosé wektorow

W tym ustepie powiemy stéw kilka o réwnolegtobokach. Podstawowym (z pewnoscia wszystkim
doskonale znanym) twierdzeniem o réwnolegtoboku jest ponizsze:
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TWIERDZENIE 1.13 W réwnolegloboku
(1) przeciwlegle katy sa réwnej miary,
(2) przeciwlegle boki sa réwnej diugosci,
(3) przekatne przecinaja sie w punkcie dzielacym kazda z nich na potowy.

D C Rys. 1.20¢

Rys. 1.20a

DOWOD. Niech ABCD bedzie réwnolegtobokiem. Poprowadzmy przekatng (zobacz
rysunek 1.20a) BD i rozwazmy trojkaty AABD i ACDB. Zauwazamy, ze katy <ABD
i £CDB sa para katéw naprzemianlegtych (dla prostych rownolegltych AB||C'D przecietych
prosta BD), maja wiec rowne miary. Podobnie, katy X{ADB i XCBD sa para katéw na-
przemianlegltych (dla prostych réwnolegtych AD||BC przecietych prosta BD). Stad, na mocy
cechy KBK przystawania tréjkatéw, mamy AABD = ACDB, bowiem |BD| = |DB|. Za-
tem |AB| = |CD|, |AD| = |CB| i m(¥DAB) = m(¥£BCD). To dowodzi prawdziwosci
tez (1) 1 (2). Dla dowodu prawdziwosci tezy (3), oznaczmy przez P punkt przecigcia prze-
katnych (rysunek 1.206). I, znowu korzystajac z KBK, sprawdzmy, ze zachodzi przystawanie
AABP = ACDP. Jasne, ze to pozwoli zakonczy¢ dowod. O

Juz teraz udowodnimy twierdzenie o odcinku $rodkowym w tréjkqcie [przypomnijmy,
ze przez. Ay, By i Cy oznaczamy srodki bokow BC, CA i AB tréjkata AABCY:

ZADANIE 1.3 Udowodni¢, ze odcinek A;B; jest ré6wnolegly do boku AB, a jego
dtugos¢ wynosi 1|AB].

ROZWIAZANIE. Niech L € CA i M € AB beda takimi punktami, ze AMA;L jest
réwnolegtobokiem, zobacz rysunek 1.20c. Wéwezas, na mocy réwnosci (miar) katéw odpo-
wiadajacych (zob. T1.5), dostajemy réwnosci m(XLCA;) = m($MA;B) i m(XLAC) =
m(<MBA;). Teréownosci, zatozona rownosé |CA;| = |A;B| i cecha KBK przystawania tréj-
katow, daja ACLA; = AAMB. Stad |CL| = |A;M| = |LA|, gdzie druga réwnosé wynika
z T1.13(2). Wobec tego L = B;. Podobnie, |[BM| = |A;L| = |MA|, wiec M = C;. Jasne, ze
stad dostajemy teze. O

Uwaga. Rozpoznanie, ze wystepujacy w pewnej sytuacji geometrycznej czworokat jest
rownolegtobokiem, ma czesto rozstrzygajace znaczenie w procesie rozwigzywania zadania. Wo-
bec tego mita okolicznoscig jest fakt, ze tezy T1.13 mozna odwrécié. Mdowi o tym ponizsze
¢wiczenie, ktére nalezy bezwzglednie (i szczegdtowo!) rozwiazac.
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Cwiczenie 1.22 Niech ABCD bedzie czworokgtem wypuklym. Dowiesé, ze jezeli zacho-
dzi ktorykolwiek z ponizszych warunkow (1), (2) lub (3), to ABCD jest réwnolegtobokiem.

(1) m(XDAB) =m(xDCB) i m(¥xABC) =m(¥xADC),
(2) [AB| = [CD] i |AD| = [BC]|,
(3) przekatne AC i BD przecinaja si¢ w punkcie dzielacym kazda z nich na potowy.

_CwEenie 1.23 Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym, w ktérym |AB| = |CD|
i AB||CD. Udowodnié, ze ABCD jest réwnolegtobokiem.

Roéwnolegloboki ,wykorzystuje” sie w definicji rownowaznosci i dodawania wektorow.

Definicja 1.6 Wektorem o poczatku A ikoncu B nazywamy uporzadkowanag pare
punktow A, B. Oznaczamy go AB. Na rysunku zaznaczamy wektor AB za pomoca odcinka
AB 7z grotem przy koiicu B. Wektory AB i CD nazywamy réwnowaznymi, co zapisujemy
ﬁ = CD, gdy érodki odcinkéw AD i BC pokrywaja sie, zobacz rysunek 1.21a.

Cwiczenie 1.24 Uzasadnié, ze relacja = jest relacjg rownowaznosci, zobacz KOM .

Wektory dodajemy zgodnie z regutq réwnolegloboku: Jezeli A§, C 13 sg wektorami,
a KLMN jest takim ré6wnolegtobokiem, ze A§ = KI i 013 = KN, to wektor KM
nazywamy sumag wektorow AB, C'D, co zapisujemy AB+ BC = KM. Zobacz rysunek 1.215b.

Rys. 1.21a

B
Rys. 1.21b

Cwiczenie 1.25 Udowodni¢, ze dodawanie wektoréw jest taczne, to znaczy ze
(AB + CD) + EF = AB + (CD + EF)

dla dowolnych wektorow 1@, C?, ﬁ .

1.1.10 Symetria osiowa

Poznamy teraz nasze pierwsze przeksztalcenie geometryczne. Przeksztatcenie geometryczne
jest roznowartosciowa funkcja z ptaszczyzny na siebie spetniajaca pewne warunki typu geo-
metrycznego. Doktadniej o tym poméwimy pdzniej, zobacz rozdzial 4.

Definicja 1.7 Niech dana bedzie prosta k. Dla danego punktu X oznaczamy przez X
taki (jedyny!) punkt, ze rzut Xj; punktu X na prosta k jest srodkiem odcinka o koncach X
i X*. W ten sposob okreélona funkcje Sy : X — X* nazywa sic odbiciem w prostej k& lub
symetrig osiowa o osi k.





